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3n unfcrcm 33crlai]c ftnb ebenfalls crf*iencn mit burd) alle Üöucb^ 
!)ant>(uni3cn I)eut[c^lani)ö, ter Deflcrrcidnfcfccn 3)?onar*ie, bcr^*ti?eij 
unb btd ^iudlanbö ju erhalten : 

£efebute bc ^ouxct^, analt^ttf^e ®cpmctric in ber (Sbeiic 
unb im 9^aumc, uebft ber ebenen unb fp^ärif£t)en Jlrigonometdc. 
9?acb ber fünften jOriginalauffage in'ö Dentfcfcc übertragen )>on Rr. 
©rnncr. mt 11 ilafcln Stbbilbungcn. gr.8. 1848. ge^. 2fl.48fr. 
ober 13:()Ir.2iegr. 

2Dcnn @infad)^cit unb Jllar^cit in t»er IDarfleHung , fotoie Orünblid&feit unb 
Gonfequcnj in bcr ©e^onbluni^ cineö an fT^ fc^on bebeutenben (Stoffe? bcii ®evtf) 
eincö üöudieö bebinacn, fo btitftc bic Uebeitrogung bcö »orftcljenben 3öerM genügenb 
flcrcc^tfertigt fein. 9la^bcm baöfclbc in ircniaen 3i>bren unter ftetcr 33erbefTcrunci 
fünf 5luflagcn erlebt, un^ im Dr^^inal bcn JDJänticrn tcm ^orf) bereite fortbeil{?aft 
iscfannt tft, tt>ar e# geiüi^ an ber 3eit. aucb ber bie matbematift^jen 2Biffenf(baftcn 
üubirenben 3u.]enb in iCeutfcblanb, in^befonbere ben @d)ülern an ^öbcrn Oewerbex 
unb voI^fed)nt''rf)cn 9lnftalten, an ©iiu», Sorfi«, ^Bergtrcrfd*, ©(bifffa^rt^-- unb »Rtiegö* 

^uff^abcit au0 bor ^arf^cUcnbcit ©comctric, ausgearbeitet 
ron ®. 5'. ^aitff mann unb €I)r. ^c^tvcnf. gr 8. 1844. 
geb. "'?:^(it 60 (ittjograpl). ilafein in Charten. 4fl. ober 2Xl)lr. 12egr. 

3c uicbr bie barOeffenbe Geometrie, bicfev fo fitoue unb frudjtbare 3't*eifl ber 
neueren aKatbemntif in ben b^bcren ^Sc^iulfn unfereö beutf(ben Q3aterlanbfö (Srinciang 
finbet, bcfio böber fieigert ffcb t)on ju Xac\ bei bcn 8ebrern fomobl aU bei ren 
<5(bülern bae 58ebürfni§ nad> einet reitben unb niredmäpicj eiugcricbteten (Sommluna 
von ?lufg.iben in biefem Aad)e. SSorlicgcnbe 9lufcjabenfammlung ift für biefen ^wed 
bearbeitet ii>otben unb nur bojfcn ^cn l'ebrern ber barficllenben ©eonietric bureb ben 
reidjen «Stoff, n>eld)er benfelben für ibre *J3ortrvige bargeboten wirb, einen ebenfo an-- 
gencljmen IDientl i,u erlpeifen, ale ben Sd)ü(ern fcibfi, ivel(be burd) eifrige^ Sclbüllu: 
bium ibrc .(Jenntniffe in bicfcm ^nönc förbern iroKcn. hieben ben Oriinbaufgaben, 
it>el(bc Jiad) allen ibren verfct)iebencn fallen bar^efieflt f!nb, n^erbcn nod> fcb^ t'idc 
Slufgaben au^ ber reinen Stereometrie unb bauplfatblitb ou(b fold)e nebfi ibren 9luf- 
löfungeu aufgenommen, \reld)e bei ben 9lnirenbungen ber barfleHenben (Geometrie auf 
©teinfrfjnitt unb mandbc Ic^nifcbe ®eiuetbe von Ulu^en finb. 

iSidyct, ^^icue 58el)aiiblung beöjenigen 2'l)eilS ber ^jcpntctrtc 
bed f^annt^ , njelcbcr bie i>crf*iebenen ^ageii geraber Sinien unb 
(Sbenen betrautet, eingeführt »on $rof. Dr. ®. @. Dljm. Wt 
\mi gignrentafcln. gr.8. 1853. gel). 36fr. ober 12(5gr. 

(Diefe S(brift ivirb namentlidb <Sol(ben ttitltommen fein, bie burd) i^rcn 93eruf 
auf baö Stubium ber bortlcllenben ® eometrie angetiMefen ftnb, infofern eö im 
?ernenben bic ^um fcbnellen Sluffaffen biefer IDi^cipIin unnmgänglicb nötbigc Slnfdjauj 
ung crivedt unb na(b Um|länben auffrifcbt, trdbrenb bie tiöberige öebanblung biefee 
itbeil^ rer «Stereometrie burcb ibre verfünfieltcn , bie 91nf(banung wenig fJrbcrnben 
JBcirei^mittei feinen Ucberjjang juv befcriptircn ©eometrie §u bieten vermodite. ja fo^ 
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Vorwort 



Im Kachstehenden habe ich yersncht, die Lehren der ebenen 

Polygonometrie in einer Weise darzustellen, die den Leser in den 
Stand setzt, sich auch in den verwickeltsten Fällen helfen zu können. 
Ich bin dabei von der Ansicht ausgegangen, dass es vor Allem 
nothwendig sey, gleich in den ersten Gnmds&tzen dieUeberzenjy^g 
der ansnahmslosen Gütigkeit der erhaltenen Besnltate sich zu yer- 
schaffen, da ohne diese klare üeberzeugung zwar wohl ein mecha- 
nisches Kachtreten vorgeschriebener Formeln, nie aber eine selbst- 
bewusste Benützung derselben möglich ist. Bei dem hier einge- 
schlagenen Wege glaube ich diese Üeberzeugung zu verschaffen, 
ohne desswegen in allzu grosse Weitlänfigheiten mich einlassen zu 
mflssen. Es hat dieser Gang zugleich den Vortheil, eine genaue 
Erkenntniss der Verhältnisse der Koordinaten der Eckpunkte zu 
verschaffen, was für den Praktiker bekanntlicb von bedeutendem 
Werthe ist. 

In der Regel pflegt man bloss Polygone zu betrachten, bei denen 
spatere Seiten die frahem nicht mehr durchkreuzen. Ich habe diese 

Beschränkung nicht beibehalten, vielmehr gezeigt, dass die erhalte- 
nen Formeln ganz unbeschränkt gelten, natürlich immer unter den, 
bloss die Form betreffenden Voraussetzungen, unter denen sie abge- 
leitet wurden. Es war diess einerseits nothwendig, um wissenschaft- 
lich zu einem Abschlüsse zu gelangen, anderseits kann, wie am be- 
treffenden Orte gezeigt wurde, der Praktiker sehr leicht in die Lage 
kommen, auch dann die Grundformeln anwenden zu müssen, wenn 
dieser Fall eintritt. Wie gesagt, ist hiedurch die Polygonometrie 
zu ihrem vollständigen Abschlüsse gelangt, und dio Darstellung, 
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. , wie sie in den nachfolgenden Blftttern gegeben ist» muss den gebil- 
deten Praiktiker in Stand setzen, sieb an^h im verwickeltsten Falle 

wissenschaftliche Auskunft zu verschaffen. 

Als Anwendung der theoretischen Sätze, die meistens durch 
Zahlenbeispiele in so weit erläutert sind, aUdiessznmVerständniss 
nothwendig schien, habe ich einige Anfgaben ans der praktischen 
Geometrie entlehnt, die sieh zumeist anf Theilnng der Vielecke be- 
ziehen. Den Schluss macht die allerdings hieher gehörige Lehre 
von der Koordinaten Verwandlung, wobei ich übrigens nicht von 
rechtwinkligen Koordinaten abj^egangen bin. — Die aasföhrliche 
Inhaltsanzeige mag über das Weitere Aaskunft ertheilen. 

• Znr Erlftntening der vorkommenden Berechnungen habe ich 
nachstehend einige Rechnungsbeispiele zusammengestellt. Für die 
vorkommenden goniometrischen Formeln wird die Anmerkung 2u 
§. 5 nähere Auskunft ertheilen. 

Ich habe die vorliegende Schrift ganz unabhängig von irgend 
einem Lehrbnche gehalten, dabei natürlich die Elemente der ebenen 
Trigonometrie vorausgesetzt. Sie macht jedocli mit dem in dem- 
selben Verlage demnächst erscheinenden „Handbuch der ebenen 
und sphärischen Trigonometrie" gewissermassen ein Ganzes aus, da 
beide Werke bestimmt sind, einen vollständigen Kursus der Trigo- 
nometrie abzuschliessen. Es mag desshalb gestattet seyn, hier auf 
dieses weitere Buch zu verweisen, wenn man nähere Erläuterung 
der Fundamentalsätze wünscht; so wie auch das neue Werk mehr- 
fach auf die vorliegende Schrift Bezug nehmen wird. Wie gesagt, 
kann aber namentlich letztere ganz unabhängig von einem bestimm- 
ten Lehrbuche der Trigonometrie ben&tzt werden. 



V 
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Bechnungsbeispiele. 



T 



Sej ZU bereehnen: 

411sinl48«40'26", 108263-95cos986°2'32'', 
697 sin 1 058'' 2' 38 ' 8", 845 tg 1153« 34' 6 ' 8'', 
3944-81 cotg 196° 3'6^ 519.636 cos 262« 46^ 

148* 40' 26" = 180«— 19' 34"); 2' 32" =2^60»+ 
266« 2' 32" = 2.360»*+ + 86« 2' 32"; 1058* 2' 8»* 8" ^ 

2.360« + 338« 2' 38 8" = 2.360« + 360« — (21* 67' 21-2"); 

1 153° 34' 6 • 8" = 3.360° + 73° 34' 6-8"; 196« 3' 6'' = 18P«+ 
16® 3' 6"; 262° 46' = 180° + 82° 46', sin 148° 40' 26" t= 
8iü31°H)'34";cos986°2'32" = — cos86°2'32";sinl058°2'38-8" 
= — sin 21° 57' 21-2", tg 1153° 34' 6 • 8" = tg 73° 34' 6-8"; 
cotg 196° 3' 6" = cotg 16° 3' 6"; cos 262° 46' = — cos 82° 46^ 

' log 411 = 2*6138418 

logsinl4S°40'26" = 9 7169268 

2- 3297686 
411 sin 148°40' 26" = 213.682. 

log 108253-95 = 5*0344437 
log cos 986° 2' 32" = 8-8389834 (— ) 

3- 8734271 (—) 
108263-96 cos 986 «2' 32" = — 7471-833.. 

log 697 = 2-8432328 
log sin 1058° 2' 38 - 8" = 9-572747Q (— ) 

2- 4159798(— ) 
697 sin 105Ö°2' 38 • 8" = — 260'603. 

log 845^ 2-9268567 
log tg 1 163» 34' 6 • 8" = 10 6303069 

3- 4671636 
846 tg 1 163«34' 6 • 8" = 286 J^57. 

log 3944-81 = 3-5960261 
log cotg 1 96 ° 3' 6" = 10-5410277 

4- 1370538 
3944-81 cotg 196°3'6"= 13710 51. 
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log519 = 2*7151674 
log536 = 2*7291648 
log coB 262*46' = 9'1000616 (— ) 

4'5443938(— ) 

5 1 9.536 COB 262 = — 3502626. 

Zu berechnen: 

195-05 sin 177^2^40^ ^ 

sin 146^38' 50" * 

log 195-05 = 2 -290 14()0 
logsin 177°2'40" = 8*7123239 
E . logsin 146^38' 50" = 02598010 

1-2622709 

19506 sinl7702^ 40" 

sin 146*38' 60" - ^« ^y^*' 
Das vorgesetzte £ bedeutet die dekadiscbe Ergänzung (oder 
das sogenannte complement) des irirkUchen Logarithmus. 
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Erster Absclmttt. 

Bartimmimg der Lage einet Punktes in einer Ebene. ko<Krd)ii*ten. 



§. 1. 

Seyen OA, OB zurei anf einander eenkieeht stehende Grerade» 
M ein Punkt in der Ebene beider Geraden, MP, MQ senkreclit auf 
OA und OBf so wird die Lage des Punktes M vollkommen genati 
bekannt seyn, wenn man die Länge der Linie DP and der OQ kennt. 

Denn dadurch sind die Punkte P und Q bekannt; zieht man nun in 
P und Q senkrechte Linien auf OA und OB, so wird der Durch- 
schnittspunkt M dieser Senkrechten der gesuchte Punkt seyn. 

Da die Linien OA, OB in die- h<.l 
ser Weise zur Bestimmung der 
Lage eines PonktesMinihrer Ebene 
dienen können, so wollen wir die- 
selben kOnflag zn diesem Zwecke 
verwenden nnd in so ferne Axen 
derKoordinaten nennen, indem 
wir die Längen OP und ÜQ die 
Koordinaten des Punktes M 
heissen wollen, und zwar die eine, 
OP, die Abszisse, die andere, 
OQ, die Ordinate. DesshaibsoU 
anch dieAzeOAAbszissenaze, die OB Ordinalen aze heissen. 
Gewöhnlich weiden wir die Abszisse OP mit z, die Ordinate OQ mit 
y bezeichnen, und daher auch zuweilen die Aze OA Aze der z, die 
OB Aze der y nennen. Die Annalime der Azen ist natSrlich eine 
willkürliche; sind dieselben aber einmal gewählt, so müssen sie fest 
bleiben, wenn man nicht Verwirrung in die Rechnung bringen will. 

Dieoffor, 6b«ne Pol/(oapiMtri«. 1 




Digitized 



2 



EnUr Abtchnitt. 



Wir haben im Vorstehenden den Punkt M in den Winkel AOB 
verlegt; es ist aber klar, dass er eben so gut in einem der Winkel 
A'OB, A'OB', B'OA liegen könnte, die man erhält, wenn man die 
Eoordinatenaxen OA, OB rückwärts verlängert. Wir wollen nnn die 
Bestimmiuig der Lage des Punktes M vomehmen, wenn derselbe in 
eineifl andern Winkel als AOB Hegt Zn dem Ende wollen wir eine 
bestimmte Ordnung des Cranges feststellen, und zwar dadurch, dass 
wir die vier Winkel nach einer Richtung durchlaufen, welche die- 
selbe ist mit einer Drehungsrichtung von CA gegen OB, d. h. von der 
Abszissenaxe gegen die Ordinatenaxe. Alsdann ist AOB 
der erste, BOA' der zweite, A'OB' der dritte, B'OA der vierte dieser 
Winkel, oder bezüglicli der erste u. s.w. Quadrant, und wir wer- 
den sagen: der Punkt M liegt im ersten, zweiten u. s. f. Quadranten. 
Um die hier nothwendigen Bestimmungen leichter überschauen zn 
können, wollen wir in jedem der vier Quadranten einen Punkt an- 
nehmen und dessen Koordinaten suchen. 

Sey also Mt ein Punkt im ersten Quadranten. Die Koordinaten 
desselben werden OP^ und OQi seyn, wie diess bereits angegeben. 
Die Richtung derselben ist: fBr 0P| von links nach rechts, för 
OQ, von unten nach oben. 

Sey ein Punkt 
im zweiten Quadran- 
ten. Die Koordina- 
ten desselben wer- 
den OP}, OQ, seyn. 
Was aber die Rich- 
tungen derselben an-il 
belangt, so geht die 
erste von rechts nach 
links, also entgegen- 
gesetzt der Richtung 
von OP^ ; wir wollen 
diess dadurch an- 
deuten, dass wir sagen, die Abszisse von sey negativ, und sie 
durch — OP, bezeichnen. Die Richtmig von OP« wird also posi- 
tiv, mid die Abszisse von = + OP« seyn. Die Richtung von 
00, ist dieselbe, wie die von 0Q| — beide sollen positiv seyn. 
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Im zweiten Qaadraoten ist somit die Abssisse negativ, die Ordinate 
positiv, wtiurend im ersten beide positiv sind. 

Liegt Ms im dritten Quadranten« so werden OP3 ondOQ, dessen 
Koordinaten seyn. Die Ricbtong von OP, ist entgegengesetzt der 

vonOPj, also istOP, ebenfalls negativ; die Richtung von OQ3 ist 
ebenfalls entgegengesetzt der von OQ^, also ist aucli OQ, negativ; 
so dass die Koordinaten von M3 sind: — OP,, — OQ,. Im dritten 
Quadranten sind also Abszisse und Ordinate negativ. 

Liegt endlich M4 im vierten Quadranten, so ist die Abszisse 
OP4 desselben gleich gerichtet mit OP^, also positiv; die Ordinate 
OQ4 entgegengesetzt gerichtet mit OQ«, also negativ. Die Koordi- 
naten von M4 sind mithin : -f - OP4, — OQ4, nnd im vierten Qua- 
dranten ist die Abszisse positiv, die Ordinate negativ. Man schliesst 
Ineraos anch umgekehrt Folgendes: 

ist die Abszisse positiv, die Ordinate positiv, so liegt der Punkt . 

im ersten Quadranten; 
ist die Abszisse negativ, die Ordinate positiv, so liegt der Punkt 

im zweiten Quadranten; 
ist die Abszisse negativ, die Ordinate negativ, so liegt der Punkt 

im dritten Quadranten ; 
ist die AJbszisse positiv, die Ordinate negativ, so liegt der Punkt 
im vierten Quadranten. 

§.2. 

Es ist aus dem Vorstehenden klar, dass man vor Allem sich 
über die positive Richtung der Abszissen- und Ordinatenaxe ver- 
ständigen muss. Die Wahl dieser Richtungen ist — wie bereits 
gesagt — willkürlich; sind sie aber einmal gewählt, so müssen sie 
festgehalten werden. Die Ordnung der Quadranten ergibt sich dann 
von selbst. Dreht man sich in der Richtung von der positiven Axe 
der Abszissen gegen die positive Axe der Ordinaten, bis man einen 
ganzen Umlauf vollendet hat, so durchläuft man Aach einander die 
vier Quadranten. (Die Richtung dieser Drehung ist in obigen Figu- 
ren durch die Pfeile angedeutet. Dabei bedeutet immer OA die 
positive Richtung der Abszissenaze, OB die positive Richtung der 
Ordinatenaxe.) 

Zur Vervollständigung Dessen, was wir in §. 1 gesehen, werden 

1» 
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wir nmi'Jinr noch anznneluneii haben, der fragliche Pankt könne in 
eme der Axen selbst fallen. Man hat alsdann, wie nach Obigem 
leicht zu sehen: ^ 

ftr einen Ptmkt M( in der positiven Abszissenaze : 

Abszisse = -f- OMt , Ordinate = 0 (Kuli), 
für einen Punkt Mj in der positiven Ordinatenaxe: 

Abszisse = 0, Ordinate = -f- OM,; 
für einen Punkt M, in der negativen Abszissenaxe : 

Abszisse = — OM«, Ordinate = 0, 
lUr einen Punkt in der negativen Ordinatenaxe: 

Abszisse = 0, Ordinate ^ — OH4. 
Läge endlich der Pnnkt in 0 selbst, so wäre seine Abszisse 
3s 0, seine Ordinate = 0. Mttelst der Einf&hmng der Vorzei- 
chen (-f oder — ) ist es uns also möglich, die Lage eines Ponktes 
in einer Ebene durch die Koordinaten vollständig zn bestimmen, 
und wir wollen nur einige Zahleubeispiele zur Erläatemng beifugen. 

1) Man soll den Punkt 

Jm 

konstruiren, dessen Abs- 
zisse x=+4'5, dessen 
Ordinate y = 7 • 3. Nach 
efaiem gewählten Mass- ^ 
Stabe mache man OP = 
4*5, OQ = 7*3, so gibt 
der Dnzchschnittspnnkt M 

der in P und Q anf die 4i ^ 

Axen errichteten Senk- | 
rechten den fraglichen 1 
Punkt. I 

2) Man soll den Punkt .1 I 

finden, dessen Abszisse * 
x= — 2*8^ dessen Ordi- 
natey = — 3-9i8t. ManmacheOP^ =2-8, OQ^ =3*9, so erhält 
man durch den Dorchschnitt beiden in P^ und errichte- 

ten Senkrechten den gesuchten Punkt. 

3) Den Pankt zu finden, dessen Abszisse x = + 1 * 6, dessen 
Ordfeate y = — 3 • 2. Mache 0S = 1*6, OT = 3-2, so erhält man 
den gesuchten Punkt M,. 
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4) Den Punkt zu finden, für den x = — 4 * 3, y = ü. Sey ON 
= 4*3, so ist N der gesachte Punkt. 
Diese Beispiele mögen genügen. 

§. 3. 

Es ist non aber anch eine 
andere Bestimmtings^ise der 

Lage eines Punktes in einer 
Ebene denkbar. Sind wieder 
OA, OB die positiven Richtun- 
gen der Koordinatenaxen» M 
ein Punkt der Ebene, so ziehe 
man nachO-— dem Anfangs- 
punkt der Koordinaten — 
die Gerade OM; ist die Länge 
dieser Geraden, so wie der 
Winkel AOM, den sie mit der 
Abszissenaxe macht, gegeben, so ist ganz offenbar die Lage des 
Punktes M bestimmt. Die Länge OM, die wir mit r bezeichnen 
wollen, soll immer positiv seyn ; was den Winkel AOM, den wir mit 
^ bezeichnen wollen, anbelangt, so soll er von 0*^ bis 360° gerech- 
net und dadurch erhalten werden, dass man in dem schon oben an- 
gegebenen Sinne (von der positiven Abszissen- gegen die positive 
Ordinatenaze) sich von OA gegen OM bewegt. Der so durchlan- 
fene Winkel ist ^. Er ist in der Figur für die verschiedenenr Lagen 
von M durch die beigefügten Bögen bezeiehnet. 




Läge M in OA, so wäre ^ = 0 ; läge es in OB : (p = 90 



0. 



m 



CA': 9 = 180°; in OB': ^^ = 270°. Die Länge OM pflegt man 
häufig Fahrstrahl oder Radius vector zu heissen. Die Grössen r 
und (p pflegen auch wohl Polarkoordinateu, dagegen x und y 
rechtwinklige Koordinaten zu heissen. 

Sind nun x und y die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
M; rund^ dessen Polarkoordinaten, so behaupte ich, man habe 
immer: 

x=r cos 9), y = r sin 9. • (1) 
Diese Fundamentalgleichungen wollen wir jetzt allgemein be- 
weisen: 
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1) liegt im ersten Quadranten. Man hat OP^ = H- "^» OQ« 

=:-f-y) OMt =r, AOMi =9); also nach den ersten Sätzen der 
Trigonometrie : 

OPi = X = r cos (f, OQ, = Pj Mj = y = r sin 9, 
80 dass die Gleichungen (1) richtig sind. 

2) liegt im zweiten Quadranten. Man hat jetzt 
OP, = —X, OQ, = +y; femer M,OA' = 180*— 9; 

also da OP, = r cos M,OA' = r cos (180*— y) = — r cosy, 

80 ist . — x = — r cos also x = r cos y. 

Da ferner OQ, =P,Mj =r sin (ISO* — 9)5=:r siny, 

so ist y = r sin 

mithin wie die Gleichungen (I) aussagen. Man wird beachten, dass, 
da jetzt (p zwischen 90° und 180^ liegt, cos ^ negativ, sin 9 positiv 
ist, also — wie gehörig — nach den Gleichungen (1) z negattv, y 
positiv ausfällt. 

M 




3) M3 liegt im dritten Quadranten. Jetzt ist OP, = — x, 
0Q,= — y, M3 0A' = g> — 180^ Also 

OP5 =r cos(y — 180°) = --r cosy, 
d.h. — x= — r cosy, X = r cos 

Femer * OQ, = M, P, = r sin (y — 1 80 °) = — r sin y, 

d.h. — y = — r siny, y = rsiny. 

4) M« liegt im vierten Quadranten. Hier ist: 

0P4 =+x, 0Q» = — y, M4OA:=360<'— 9. 
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Also OP4 = r cos (360® — g») = r cos 
d. h. x = r cos 9. 

Ebenso OQ4 =P4M» =r 8m(360«— y) = — r siny, 
d.h. — y = — r sin^ y=r siny. 

Die Grieicliimgen (1) sind also in dien FAUen richtig. Man be- 
meike mgleich, dass nach den Fonneln (1) die Grössen z und y 
immer mit dem gehörigen Vorzeichen gefhnden werden. 

§.4. 

Seyen wieder OA und OB die zwei Axen; man lasse nun die 
Abszissenaxe AA' sich parallel mit sich selbst bewegen, so dass sie 
in die Lage DE gelangt; nehme jetz^D als einen neuen Anfangs- 
punkt der Koordinaten, DE 
als neue Absmssenaze, wäh- 
rend DB Ordinatenaze bleibt. 
Ist nun OD = a, wo a positiv 
seyn soll, wenn die Abszissen- 
axe iVA' sich nach der posi- 

tiven Seite der Axe der Or- 
dinaten bewegt hat, negativ 

M M 

im andern Falle ; ist y die Or- 
dinate irgend eines Punktes M 
för die früheren Axen OA und 
OB, y' die Ordinate desselben 
Puiktes M für die neuen Axen 
DE und DB, so ist immer: 

y' = y — a, y=y' + a. (2) 
Man hat nämlich: y = OQ, y' =DQ, a = OD und da 

DQ = OQ — OD, OQ =1 DQ -f OD, 
so erhält man (2) unmittelbar. Für den Punkt M' ist: 

y = OQ', y' = - DQ', a = OD, 
und da DQ' = OD — OQ', OD = DQ' -f OQ', 
so hat mm — DQ't= — OD-j-OQ', OD— DQ' = OQ' 

d.h. y = — aH-y, a+y' = y 

was wieder die Gleichungen (2) sind. 

Für M" ist: OQ" = — y, OD = a, DQ" = — y' 
oder y = — OQ", OD = a, y' = — DQ". 



^ 
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Da aber DQ" = OD + OQ'', OQ'' = DQ" — OD, 
go ist also — y' = a — y, — y = — y' — a, 

d.h. y' = — a + y, y = y' + ^^- 

Man sieht überhaupt, dasa eine Bewegung von AA' nach der 
positiven Seite der Ordinatenaxe einer Yerkürzong der Ordinaten 
tun a gleich kommt. £s ist non sehr loicht^ ganz eben so zu bewei- 
sen, dass die Fonnefai (2) richtig sind, wenn die Bewegong nscb 
der negativen Seite der Ordinatenaxe geht. Jn diesem Falle findet 
eine Yerläogerung der Ordinaten statt; da aber jetzt a negativ ist, 
so ist in der ersten Formel (2) die Grösse — a positiv, also hat 
man wirklich y vermehrt. 

Denken wir uns nun zweitens, 
die Ordinatenaxe habe, parallel mit 
sich selbst, sich nach DE bewegt, 
und man wähle D als neuen An- 
fongspunkt, DE als neue Ordinaten- 
axe, DA als Abszissenaxe. Ist als- 
dann X die Abszisse eines Punktes j» 

M ftr die frühem Axen OA und ^ 
OB ; x' die Abszisse desselben Punk- 
tes fthr die neuen DA und DE, OD 
= b, so ist 

x' = x — b, x = x'4-b, (3) 
worin b positiv ist, wenn die Be- 



B 



M' 



wegong gegen die positive Richtung der Abszissenaxe, negativ, 
wenn sie gegen die negative Seite ging. 

Fttr den Pankt M ist: OP = x, OD = b, DP=:x^ worans die 
(3) unmittelbar folgen« 

Für ist: OP' =x, DP' = — x', OD = b, also da 
OP' = OD — DP', DP' t= OD — OP' 
h. x = b + x', — x' = b — X 

oder X = X' -f- b, x' — — b + x, 

80 erhält man wieder die Gleichungen (3). 

Für endlich ist; OP" = — x, OD =. b, DP" — \' und da 

DP" = OD + OP", OP" = DP" — OD 
h. — x'=:b— X, — x = — x' — b 

«0 "»t x'=x— b, x = x'-|-b, 
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wie die Gleichungen (3) verlangen. Man wird leicht nachweisen, 
das8 für den Fall eines negativen b dieselben Gleichungen gelten. 
Eine Bewegung der Ordinatenaxe kommt also einer YerkUmmg der 
AbsjnsBen gleich. 

Denken wir uns nun, beide so 
eben einzeln betrachteten Bewegun- 
gen geschehen gleichzeitig; die Or- 
dinatenaxe bewege sich, parallel 
mit sich selbst nach EH und sey 
PE = m, wo m positiv oder negativ 
seyn wird, je nachdem die Bewegung 



J 


1 J 


« 

J JT 
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Seite der Abszissenaxe geschieht. 
Die Abszissenaxe bewege sich pa- 
rallel mit sich selbst nach DG, und 

sey OD = n, wo n wieder positiv 

oder negativ seyn kann. Alsdann * 
wird F der neue Anfangspunkt, FG die neue Abszissenaxe, FH die 
neue Ordinatenaxe seyn. Sind ferner OP = x, OQ = y die Koordi- 
naten des Punktes M für die frühem Axen ; FB = x', FS = die 
Koordinaten desselben Punktes für die nenen Axen, so hat man so- 
mit^ in Folge der Gleichongen (2) nnd (3): 

x'=x — m, y's=y-r-n; x=x'-|-% y=y'+n« W 
Diese Gleichungen gelten nun ganz aUgemein, wo anch F oder 
M liegen mögen; nur müssen die Richtungen der neuen Axen die- 
selben seyn, wie die der frühern. m und n sind dabei die Koordi- 
naten des Punktes F (des neuen Anfangspunktes) für die frühem 
Axen. 

Der hier betrachtete Fall ist der einfachste der Veränderung 
der Koprdinatenaxen. Er genügt uns im Augenblicke, und wir 
wollen später den allgemeinem Fall onterauchen. (§. 29.) 

Hat man in einer Ebene eine vom Punkte M zum Punkte N' 

gehende Grerade (Fig. 9), und will die Richtung dieser Geraden MN (und 

zwar nur von M gegen N hin) in Bezug auf die Abzissenaxe bestim- 
men, so ziehe man durch den Ausgangspunkt M derselben eine Ge- 
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rade MH parallel mit 
der AbsziBsenaxe und 
zwar nach derselben 
Richtang» wie di^ poa- 
tive Abaziftsenaxe geht; 
der Winkel RMN, in 
dem Sinne gemessen, 
dass man sich in der 
oft nun angegebenen 
Weise (OA gegen OB) 
von MR zu MTs bewegt, 
ist der Winkel, der 
die Richtang feststellen 
soll. 



iiff.t. 






• Ffir Mt wäre derselbe = y i , fttt M, — y , u. s. w., wie die 

Figur angibt. Dieser Winkel ist von 0 bis 360° gezählt. 

Ist nun die Länge MN =Ty (p der so eben bestimmte Richtungs- 
winkel von MN; sind Xj, die (rechtwinkligen) Koordinaten von 
M; die von !N, so ist immer: 

x, — Xj=:rcos9, 72 — yt=rsin9). (6) 

In diesen Gleichungen werden die Koordinaten von M und N 
positiv oder negativ seyn, je nach der Lage dieser Punkte. 

üm die Sätze (5) zn beweisen, denken wir uns durch den Punkt 
M mit den Eoordinatenaxen parallele neue Eoordinatenazen gelegt.. 
q> ist alsdann der Winkel, den MN mit der neuen Abszissenaxe 
macht. (§.3.) Die Koordinaten des neuen Anfangspunkt M in Be- 
zug auf die frühem Axen sind natürlich Xj und ; die Koordinaten 
des Punktes N für die neuen Axen sind aber, da NM = r die Ent- 
fernung des Punktes N vom neuen Anfangspunkte ist, nach §. 3 
Formel (1): rcos^, r siny. Die Koordinaten desselben Punktes 
N för die früheren Axen waren x,, yi, also hat man in den Glei- 
chungen (4) (§. 4) zu gleicher Zeit (N an die Stelle des dortigen 
M gedacht): 

x=x„ y = y,, x' = r cosy, y' = r siny, m=:x,, n = y,, 
mithin 



r cos 



(p = Xi — X4 , r sin y = y, — y< 
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welche Gleichungen offenbar allgemem gelten, da die Gleichungen 
(1) und (4), aas denen vir sie schlössen, ebenfalls allgemein gelten. 

Die vorstehenden Sätze enthalten- nun diejenigen Lehren der 
analytischen Geometrie, die zum gehörigen Yerstftndniss der nach- 
folgenden Entwicklungen nothwendig sind. Wir bemerken dabei 
nur noch, dass es behufs eigener Uebung nicht unzweckmässig seyn 
dürfte, die in den §§. 4 und 5 bewiesenen Sätze für andere Lagen, 
als die in den Figuren verzeichneten, nachzuweisen, obwohl wir im 
Grunde auf die spezielle Figur nicht Bücksicht nahmen, vielmehr 
die Sätze ans bereits allgemein erwiesenen folgerten. 

Anmerkung. Es lauMi lich die Gleichungen (1) nach zurErldlrang der 
Begriffe cos tp, ün tp benützen, und man würde alsdann sagen: Unter cos versteht 
man den Quotienten, den man crluilt, wenn man die Abszisse durch den Fahrstrahl 
dividirt ; unter sin 55 den durch Division der Ordinate durch den Fahrstrahl erhalte- 
nen Quotienten. Es ist unter dieser Voraussetzung klar, dass wenn <p zwischen 
90° und 180" liegt, cos q> negativ und sin 9) positiv seyn wird; für 9) zwischen 180° 
und 270° sin q> und cos 9 negativ sind, and für 9 zwischen 270° und 360° sin 9» 
negativ, cos 9 poiitiv in nehmen iit. 

El lassen lioh aber noch andere, allgemeinere Resultate hierans ziehen. Den» 
ken vir um nlmlich dnrdi den Anfingipiinkt O eine Gerade OM gezogen, deren 
Lloge sr ley, ond die ndt der Aze der x den (in bekannter Weise geslUten) 
Winkel a madie; femer eine zweite Gerade ON, deren Linge ebenfells =s r, i^id 
die mit der Aze der x den Winkel a -f~ |9> a>lso mit OM den Winkel ß maohe» so 
wenden die Koordinaten der Punkte M und N nach §. 3 Formel (1) seyn : 

= r cos a, 7j = r sin a nnd x» = r cos (a 4- /?)» 7? = r sin (a -j- i*)- 

Ist femer R die Länge der Linie von M nach X, g> der Winkel, den diese (von 
M nach N gerichtete) Gerade mit der Axe der x macht, diesen Winkel, wie so eben 
genommen, so ist (Formel 5) : 

R cos 5» — Xj — = r [cos (a -f" j?) — cos a], 
Bsiny^y, — y^ = r [sin (a + — sin a]. 

Ediebt man beide GMehniigen in's Quadrat und addirt sie, so erhalt man: 

E* [eos* 9 -J- sin» = r» [cos» (a -f i?) — 2 cos « cos (a -f |9) + eos» « 

4-sin»(«-|-(9) — 2sin« sin(«-f"^ + ■kl'«]." 
Nun folgt aber ans %, 3 FtHnnel (1)» venn man ebenfalls qnadiirt, addiit und 
beaditet, dass x»4-7' = r», inuner : 

8in*9-[~c<»*9 — 1» 
was andi 4» sey ; eben so ist also auch 

cos*(a-|-/9)-|-sin»(a-|-/f) = 1, cos' a ün' « = 1» 
somit gibt obige Gleichung: 

R' = 2r*[l — sina sin fo-f- i^) — cos a cos (a -f- |. 
Denkt man sich nun aber OM als (positive) Abszissenaxe, die dazu gehörige 
Ordinatenaxe in 0 darauf senkrecht, so werden die Koordinaten von M seyn: x^ — r, 
yj s= 0; TO» N: Xj ^ r cos /9, y, — r sin 
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Demnach ist auch, wenn ^ den Winkel bedeatet, den IfN mit der neuen 
Abszis&enaze macht: 

K cos I/* = r cos ^ — r = r (cos (i — 1), 
R sin tif = TÜnß — 0 = r sin |9. 

Quadriit man abermals und addirt, so ergibt sich: 

R» = r*(cos*^— 2 COS/9 4- 1 -f sinV) = 2r*ri — cosj^). 

Vdl^cht man diesen Werth von R* mit dem obigen, so erhält man : 
1 — sin a sin (a-\-ß) — cos o cos (a -}-/?) = 1 — cos 
d. b. »in o »in (o -\-ß)-\- cos o co» (o -|- ^> = eoB ß. (a) 

Diese Gleichong ist nun richtig, a und ß mögen Werthe haben , welche sie 
wollen. 

Aus (■) folgt offnibar^ waidk, dvM eben ao : 

tiaßiünia-\-ß)-\-eosß co8(o-|-/if) = cos«. 
Setat nan dioMn Werth roia eoia in so oriillt man: 

«iB« iin(«-|-/^)+>in|9 siD(a+^) oot(a4'^+M*i' •= w*/'* 
lAillipliiijrt man in dioiar Gleidiimg beideneite mit coa/9. so eigibt sieh: 
sin tt eoB ^dn («-H?) -}- sin cos ^sin (a4l>) ^ + eos V«m' = 
woxaas, wenn man cos*^ cos*(a-|-/') aboelit, nnd cot*^ — cos*/9 eos*(a-|-/l) 
= cos*i? [1 — cos» fo 4- ß)} = OOS* ^ sin» (a -|- ß) setzt : 

Binaebs/}sin(a-f~/^^-hsin/9 conß ^'m (a-^'ß) toä(a-\-ft)ssto^ß «a^(ti^ß)t 
nnd Venn .man durch sin (a 4* cos/? diridirt: 

sin a + sin /? cos (a-{-ß) = cos ß sin (a + ß), 
d. b. sina = C08/9 sin(a-|-^> — sin^ cos(a-|-i')> 

Man liat also, a und ß mOgen seyn, was sie wollen: 

cos ß nia (a-\-ß) — sin ß cos (a -\- ß) = sin a, I 
sin ß nnia-\-ß) cos (9 cos (a-^ß) = cos«. ) 

Multiplizirt man die erste dieser Gleichungen nütcoB/9, di« SWSitO mit sin 

und addirt sie, so erhalt man (da cos' /? + si"' /? = 1) : 

sin (a -\- (i) — sin a cos ß cos o sin ß. (c) 

Multiplizirt mau dagegen die erste der Gleichungen (b) mit sin^ und subtxa- 
liirt sie von der mit cos ß multipli^.irten zweiten, so hat man 

cos (ß 4" ß'' =- cos a cos ß — sin a sin ß. (c') 
Setzt man, vorausgesetzt es sey der Winkel y grösser als in den Gleichun- 
gen (b) ^ = y — Ä, a = Ä, so heissen sie : 

cos (y — 6) sin y — sin (y — 6) . cos y — sin ö. 
»in (y — Ä) sin y -j- cos (y — f>) . cos y = co» Ä. 

Aus diesen zwei Gleichungen folgen zwei andere, wenn man nämlich die erste 
mit sin y, die zweite mit cos y multiplizirt und beide addirt« oder die erste mit cos y 
■oMplteirt nnd sie von der mit sin / multiplisirten sweiten abtiaht. Diaaalban sind: 
eos(y — i) = sin^ önj-f-oosd oosy.l - . 
' sin(y — 6)s^eM6üny — rindeosyi 

Da in den Glaiehungen (c>, (c') und (d) a, ß, y, 6 ganz wUMrlich sind, so ba- 
rochtigan dieaalban oUbnbar m fblgandan (^eichangon: 
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sin (M -f- N) = sin M cos N -j- cos M sin N, 

cos (M + N) = cos M cos N — sin M sin N, 

sin (M — N) =: sin M cos N — cos M sin N, 

cos (M — N) = cos M cos N -f- sin M sin N, 
die für alle möglichen Werthe yon M nnd N richtig sind. 

Beachtet man, da» ibi 90*^ = 1» cot 90^ = 0, so eriiAlt man ans den zwei 
«nten (e) : 

ftrM = 90«, N= 90«»: sinl80» = 0^ co«180» = — 1. 
, M=90", N = 180®: sin 270» = — 1, eo» 270*» = 0, 
^ M = 90« N=:270»: sinS60? = 0^ cos360"^1. 
Hieraus folgb nun leidig man man mudi und nach N = 80^ 180^ ^70^ 

SOO« setet: ' 

* 8in(M-|- 90*0 = «»M, co8(M-f 90*')= — sinM, 

lin (]f — 90*) = — 00131, «OS (M — 90<>) == sin M, 
■b <M + 180«) = — lin M, OOS (M + 180«) — MS M. 
iin(M — 1S0«) = — dnlf, oo«(M— 180«)s: — eotlf, 
•fatOf - — eoslC OOS CM +2^«) » liiiM, 
gfai(lf — 270<*) = cosM, eoB(M — 270«):=~siDV, 
sin (M + 360«) = sm M, oos (M -p 360») = ootM, 
sin (M — 360«) = sin M. cos (M — 360") = cos M. 
Allgemein ist offenbar, wenn r eine positive oder negadve ganze Zahl: 

sin (M -f- r . 360«) = sin M, cos (M-\-t. 360«) = cos M. 
In denelben Weise kann man noch die folgenden Gleichungen ableiten ; 
sin( 90« — M) = cosM, cos( 90« — M) sin M. 
sin(180« — M) = sinM, cos (180" — M) = —cos M, 
aia («O» — 10 = — 00« M, cos (270« — M) = — sinM, 
•in (960*— U) a — lin M, eos(3eo*-.ll) » oosM. 
, Ba ein Zu- od«r AbslUm Ton 86D* mm Wink«! den jStnai oder Coiinui dee- 
selben nidu Indeit, so hat man also allganein: 

cos( 180*— A)=:— eosA, 
eos(2.180*-A)==-|-eoiA, 
OOS (3.180« — A) = — COSA, 
oos(4.180«-A) = +eosA, 



8in( 180«— A)=:-fsinA, 
«in (2.180« — A) = — sin A, ' 
sin (3. 180« — A) = 4- sin A, 
sin (4.180« — A) = — sin A, 



•in {r.l80*-A>=:(-l)»^i sinA. eoi (f.l80*-A) = (-1)' cosA. 



eos( 180*+A) = — oosA, 
eos ^180*4- A) = +coiA, 
ees ^.180*-|- A) :^ — ooe A, 

OOS (r.l80« + A) *= (— 1) ' 00« A. 

eos(A— IdO^s—eosA* 
eos(A— a.180«) = -f CO« A, 
OOS (A —8.180^ =* — eo« A, 

cos (A — r.180«) *= (^ 1) ' cos A. 



sin( 180«-i-A) = — «inA, 
sin (2.180« -HA) = +sinA, 
•in(3.180«-HA) = — SinA, 

sin (r.l80« + A) = (L l) ' an A. 
Dessi^eidun: 

•in(A- 180«) = -.rinA, 
sin(A-a.l80^ = 4-riBA. 
sto (A —8.180«) s — sin A. 

Bln(A— r.l80«) *=*(— l) ' sin A. 
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btiüiiiiiiin 

ht der Wmk-1 M zTr<:. iien :» and i^j '. and man ««tat K = a» 

iüA = 1^" — M z'T.^eh'^n 0 and !>0", und man hat also: 

^ra = im tfj'i M = — cos A, tg M — — A, cotgM = — eotf A : 
Mt M dagegen zviaehen IdO ' and 270 ' md maa s«at M = läO" -p B, so m 
»sM— laO* nMoiOaii 90", niiiigfiek: 

Mt «rfBdb M iiiiita« 270^ «i m mM M = a80> ~ 

C = M sviKkea 0 «4 Mf», M kt: 



Zweiter AbseliMlU. 

Jmtiinmnn£; der Koordinaten sämmtlicher Eckpunkte eines rosam- 
Xnyamgi ans Betten und Winkeln 



§.6. 

Sey 1, 2 9 ein znsammenhäntienderLinienzng, dessen Eck- 

imnkte mit 1, 2 ... . bezeichnet seyen. Die Seiten 12, 23, 34 . . . 

— 
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Seyen mit a(, a,, bezeichnet. Um die Richtung einer jeden 

Seite in Bezug auf die Axe der Abszissen OA festzustellen, ziehen 
wir nach §. 5 durch ihren Anfangspunkt eine mit OA parallele Ge- 
rade und bewegen uns von ihr aas in der durch den Pfeil angedeu- 
teten Drehangsrichtung, bis wir zur betreffenden Seite gelangen; 
der 80- bescbriebene Winkel soll der gesachte seyn* £r vird von 
0 bis 360' gezählt and mit w, . . . . bezeichnet, wie die Figur 
diess zeigt. Um endlich den Winkel zweier in einem Eckpunkte zu- 
sammenstossender Seiten zu bestimmen, bewegen wir uns, in der- 
selben Drehungsrichtung, von der frühem Seite gegen die spätere; 
auch dieser Winkel kann bis 360° gehen. Den Winkel am Punkte 
2 bezeichne man mit u. s. w., wie die Figur ebenfalls zeigt. 

Betrachten wir nun emen bestimmten Eckpunkt, den wir mit n 
bezeichnet annehmen wollen (wo n = 2, 3 . . . . seyn kann), so wer- 
den Ar die Lagen der zwei benachbarten Punkte n — 1 und n-f- 1 

In Bezug auf die durch n mit der Abszissenaxe parallel gezogene 
Gerade im Ganzen sechs Fälle möglich se}Ti, die sich zu je zwei in 
drei Gruppen bringen lassen (wobei wir der Bequemlichkeit des 
Ausdrucks wegen annehmen wollen, die positive Richtung der Ordi- 
natenaxe gehe von unten nach oben, die der positiven Abszissenaxe 
von links nach rechts). 

Erste Gruppe. Die beiden in n zusammenstossenden Seiten 
befinden sich oberhalb der gedachten Parallelen. Dabei sind selbst 
die folgenden zwei durch Figuren dargestellte Fälle möglich. 

71f.lL 




Die zwei durch «und ß angedeuteten Winkel machen znsammen 
180* ans* Aber es ist in der ersten Figur: 
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ZweMer Abtelnitt. 



« = 360« — w„_,, /»=w„-A„ 
»Iso 360'»--w..t +w. — A.=: 180« 

▼. = w.-t+A.— 180». 

In der Bweiten Figur: 

also * 360« — w,.i+360»-.A,+w. = 180». 

w« = w._j — 180*— 360« 

Zweite Gruppe. Die beiden in n zusammenstossenden Seiten 
befinden sich unterhalb der gedachten Parallelen. Hiebei hat man 
die folgenden zwei Fälle: 




Für die erste Figur ist: 
w„_, +A« + a= ISO» a = 360° — w„, 

w. _ i + A, + 360» — w. = 180», w. = w.,» + A. — 180» + 360». 
Für die zweite: 

w,_4+a==180* « = A«~w., 

w.-t +A.- w,=180* w, = w,., +A. — 180«. 

Dritte Gruppe. Die eine der zwei in n zusammenstossenden 
Seiten befindet sich oberhalb, die andere unterhalb jener Parallelen. 
Diess gibt nachstehende zwei Fälle: 
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Ffir die erste Figur: 

w._, +«=180« a=A,— w., 

w„_, -f A„ — w„ = 180°, w. = w._j — 180» 
Für die zweite: ' - • 
a + i9^180^ « = 360« — w„_,, /9 = w„ — A„, 
360*»— w„ _ , -h w„ — A„ = 180°, w„ = w._ , + A„— 180^ 
Diese eechs FäUe erschöpfen offenbar alle möglichen. Es folgt 
daraus, dass man immer hat: 
w.=w.-i +A,— 180«, oder w.—w..^ +A.— J80«+3fi0», 

oder v.=w„_i+A,— 180*— 360* • 
Man kann diese drei Fälle in einen znsammenziehen, indem 
man seist: 

= w„ _ , + A„ — 1 80 ° + ra„ . 360», (6) 
worin m„ entweder = 0, oder-f-l» oder — 1 ist. 

Die Formel (6) gilt nun für alle Punkte. Fängt man mit dem 
Punkte 2 an und schreitet bis zum Punkte n fort, so erhält man 
nach einander folgende Gleichungen : 

w,=V4+A, — 180<>H-m,.360*, \ 

Wj=w,+A, — 180^-i->ns'360^, f 

W4=w,+A4— 180«+m4.360» > (7) 

w„=w,_t+A«— 180«+m..360*, ) 
worin m^, m, — , m„ jedes entweder 0, oder -j- 1, oder — l ist. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist n — 1. Man addire dieselben, so 

werden die Grössen nij.360^ m3 .360" , m„.360° zusammen 

eine ganze Anzahl von 360** (positiv oder negativ) oder auch 0 aus- 
machen, so dass man ihre Summe =. r.360° setzen kann, wo r 
entweder 0, oder eine ganze, positive oder negative Zahl ist. So 
zieht man ans (7): 

^» +▼*+•• . .+W„ = W4 +W, + . . . + 

A, + A3 + . . . . + A. — (n— 1) 180«+r . 360*. 
Lässt man beiderseits die Snmme w, + w, + w^ +....+ w„ _ » 

weg, so erhält man endlich: 

w« = W4+Aj4-A,+A4 + ...'.+A, — (n— 1) 180°+r.360^ (8) 
Diese Gleichung zeigt, wie man w„ aus w, und den bis zum 
Punkte n vorkommenden Winkeln finden kann. Da r eine ganze 
Zahl ist, so folgt ans (8): 
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8mw.==sinK+A,+A,+A,+....+A.--(n--l)180«l,) 
co8W.==co»[w,+A,+A,+A»+. ..+A.-(n--l)180»]. j ^ ^ 

Setzt man in diesen Gleichungen nach einander n = 2, 3, 4 — , 
80 hat man: 

sin w, = sin (Wj +A, — 180«), 
. cos w, = cos (w« 4* A, — 180*). 
siftw, =8m (w, +A, +A, — 2.180*), 

C08W, =008 -j~A^ +As — 2,180*). 
sin = sin K + Aj + A3 + A, — 3 . ISO'»), 
cos W4 = cos (w^ + A, + A, + A4 — 3 . 180®), 
u. 8. w. 

d. h. endlich, wenn man auf die bekannten trigonometrischen For- 
meln achtet (vergl. Anmerknng zu §. 5)> 

sin = — sin (w, + A»), \ 

cos W| = — cos (w, -|~ Aj), I 

sin W3 = +sin (^\^ +A, + Aj), j 

cos w, = -f- cos (w, + Aj + A, ), I 

sinw4=— 8in(w4+A,H-A3+A»), ! 

C0ßW4= — C08(Wj +A,-l-A, \ (10) 

sinv4=+sm (wi+At+A,+A4 4-A5), | 

cosW4=-|-cos(Wt+A,-|-A, -j-A^+Aa), I 

• •**•• « ■ 

«inw«r=±ßin(w, +A,H-A, +.... + A„), | 

C08W„= + C08(Wj +A1+A3 + +A„). I 

worin das obere (-f-) Zeichen gilt, wenn n ungerade, das untere 
( — ) Zeichen dagegen, wenn n gerade ist: 

Bezeichnen wir nunmehr die Koordinaten des Eckpunktes 1 des 
Linienzugs flkr die Koordinatenazen OA und OB mit , y, ; die des 

Eckpunktes 2 mit ^r,, y,, , die des Eckpunktes n mit x„, y„; be- 
merken femer, dass die von dem Eckpunkte n nacli dem nächst 
folgenden n+1 gezogene Seite = a„ ist, und dass die Richtung 
derselben mit der Axe der Abszissen den Winkel w« macht, so hat 
man nach den Gleichungen* (5) in§. 6, wie auch die zwei Eckpunkte 
sonst liegen mögen: 
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x,+, — xi=ia», coBW« y,+t — y, = a. sinw«, 

d.h. x„+t=3^+>*CMV«y.+t=y«+»«8*nv«« (11) 
Diese Gleichungen gehen die Koordinaten des nächst folgenden 

Punktes n-|-l darch die des unmittelbar Torangehenden n. Da die- 
selben natürlich fUr alle Punkte gelten, so erhält man, wenn man 

n= 1, 2, 3 setzt: 

Xt =Xi + cos W4, y, = )\ + a, sin w, , 

x,=Xt+atC08W,, / ys =yt+a.sinwt, 

x, = x,_4+ai_t eosw.Ji, y« = y«-i+aÄlt sinw,»^. 
Addirt man diese Gleichungen wieder und lässt die gemein- 
schaftlichen Glieder auf beiden Seiten weg, so erhält man hierans: 

XB = Xt-f-at cosw, + ajCOsw2+a3 co8W3 + .... + a„_t cosWj._j, 

y„ = yj + ai sin Wi + a^si^^^'^+as sin W3 4-a„_j sinw„_,. 
In diese Gleichungen braucht man jetzt nur noch die Werthe 
der cos und sin, wie sie in den Gleichungen (10) enthalten sind, 
einzusetzen, um sofort die folgenden Gleichungen zu erhalten: 
x,=Xt +84 cosw,— atCOs(W| +Ai)+a| C08(w4-f At+A,)' 

— a4Cos(w4+A,+A, + A4)+ 

±a„_t cos(wt + At+A5+-"-+A«_t)i 
yn = yi +^1 sinwj — a, sin(wi +Aj) + a3 sin(wj4-A,+A,)| 

— a^ sin (w, + A, + A3 -|- A, + 

± a„_i sih(wj + Aj+^s +----+A„_i), 

worin das gehörige Zeichen des letzten Gliedes sich ganz unmittel- 
bar ergibt, wenn man auf die Regel des Zeichenwechsels achtet. 

Aus den Gleichungen (12) zieht man folgende speziellere: 
Xi=Xi+a4CosWt, 
Xi =Xi +a| coswj — atCos(W| +At), 

= Xi + at cos Wt — a, cos (w, + At) + a, cos ( + A, + A, ), 
Xs=x, coswj — a,cos(w, 4-A2) + aj cos(Wi +At + A,) 

— cos (wt 4" 4" -^^3 + u. s. w. 

yt =yi " • . 

Ys ~ yi + '"^i sin Wj a, sin (wi -j- A,), 

y4 =yi +ai sinwi — a,8in(w,-f-A,) + a3 sin(w,+A, + A3), 
y«=yi +ai sinw, — a,sin(w,+At)-f a,sin(w,+At+A,> 
— a«sin(W|-f-At:{-A, +'^«)* «•«•v. 

2» 



(12) 



Digitized by Google 



20 



Zvaim Ahwihiiltt. 



Ans dieser ZusammeiisteUiuig geht sdion detttlieh henror, wie 
man bei Beredmang sSmmtliclier DckpnnkAskoordioaten jeweils von 
einem Punkte zum andern tibergeht Ein Beispiel mag die Rech- 
nungsweise erläntem. 

Es sind gegeben: 
xi = 0, y, = 0, wi = 2p'>36'; a, = 173-72, a, = 449-3473, a, = 
315-6626, a, =207-9673, a, =242-968, = 175 1367; A,= 
214" 17' 54", A, = 101" 35' 8", A* = 179" 42' 34", A, = 
93« 17' 46", A, 107° 18' 10". 

logsin logcos 



. f. 

9;9623447(+) 
9-9613797i~Ji 



9'644644^P^ 
9.9993190(+) 

, logat =2-2398498, log a, = 2-6526821, loga, =2*4992231, 
log a» = 2-3179960, loga, =2-3866491, loga, =2-2433770. 

log ai = 2*23918498 logai= 2*2398498 

logcoswt = 9-9713035 logsinwt = 9*5463472 
2-2111633 '1-7861970 

aiCOS-Wt = 162*6122 a, sin = 61 1219. 
Eben so ergibt sich: 



* Bei dar Bildung dieser zweiten Kolonne sind von der in der ersten stehen- 
dMi Somiiie etva dubi endialtane 860* ramt veggelauen ; die bleibenden Winkel 
iind dann in dit vier Qnadnntott Tertheat» wae dwch die iKmiiciien Züftm ango- 
(•benlit Dabei tat ilirUebMMliiin«>n 180*, oder wie ihaan IQ 180* odet 860^ 
naageltb Ufegeben 



Digitized by Google 



w, = 20° 36' 0", 
Wi + A, = 

2S4«^'64'V 

w,+A.dh-A, = 
336° 29' 2" 

w,+A,+A3 -f-A^ 

= 516Ml':i(5", 

w, +A, + A3 + 

-j- A, 

6üy«2y'2i", 

w, + A. + A,+ 
•^4 |r Ag -f- A^ 
= 716« 47' 31", 



20"3i6' 0" 1 

23*30' 68"IV 

23°48'24" U 

69*^29' 21" m j 
3«12'29^'Iir* 



9-6463472(+) 
9*9128;(39(-) 

9-6009805(— ) 

9'6U6üU68(+J 

#|9|^9(-^) 
8*745ffl923(— ) 
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a, cos (w, + A,) = — 268-3877, 
a« siD (w, + A,) = —367-6258, 

cos (wt + A, + A3 ) = +28Ö-4461, 
a, «in (w, + A,+ A,) = — 125*9515, 
a»co*(wt+At+A, +A4) = — 190-2719, 
a»8m(w,+A.-|-A3-f A.) = + 83-9463, 
a,cos(w, + A, + .... + A5)=— 80-1322, 
a., sin (w, + A,-f- . . . . -f a/) = — 227 o652, 
ag 008 (w, -f A, 4- . . . . + Ag ) = + 1 74-8622, 
agsin (w,-{-A,-h....-f-A,) = — 9-8009. 
Setzt mau diese Werthe in obige Formeln, so erhält man: 
xi=0, yi=0, 
Xt =X| +ai co8Wi = 162*6122, 
yt = yi +a, sin w, = 61*1219, 
Xi = X, — a, co8(w, + A») = 420*9999, 
y» = yi — % (wi + A,) = 428*7477, 

= JC, + a, cos (w, + A, + A, ) = 71 0-4460, 
y» = y3 sin (wi-f-Aj + A3) = 302-7962, 
X» = — a, cos ( w, -I- A, H- A, + A4) = 900.7 1 79, ' 
yf = y4 — a*»m(w,+A, + A3+A4)=^ 218-8499, ' 
^ x» = x« + a5C08(w,H-At+....+A,)=i81ö-ö857, 
yt = y« +ai 8in(w,+ A,-f .... + A.) = —8*7153, 
^ — a» coß (w» +A,+ .... +a/) == 640*7236, 
yt=ye — «• «n(w,+A,+ ....+Ae) = + 1-0856. 



»iltter Absclinltt. 

Aufstellung der polygonometrischen Gnmdgleichungen. 
Auflösung der polygonometnsohen Aufgaben. 

§.8. 

Gesetzt, der zusammenhängendo Linienzug sey ein geschlos- 
sener, d. h. er kehre in seinen Anfang zurück, so erhält man ein 
Vieleck oder Polygon. Angenommen dasselbe habe n Seiten, mid 
also auch n Eckpunkte, die mit 1, 2, , n bezeichnet sey^n. 
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Dritlw Abfofanitt» 



Man uehuie den Punkt 1 als Anfangspunkt der Koordinaten, die 
linie von 1 nach n aUAbszissenaxe, so wird man die Ordinatenaxe 
immer so legen können, dass die Winkel At . . • . bei gewöhnlichen 
Vielecken sämmtlich innere Winkel des Polygons sind. Den innem 
Winkel am Punkte 1 wollen wir mit A| beseiehnen. In diesem 

Falle, wenn wieder ai, a« a. die n anf einander folgenden Seiten 

des Vielecks sind, ist : 

X, = 0, y, = 0, w, A,. 
Ferner muss jetzt die Abszisse x„ von n gleicli a„ und die Ordi- 
nate y„ desselben Punktes 0 seyn, indem n in der Abszissenaxe 
liegt (§. 2). 

Setzt man nun in den Formeln (12) diese Werthe ein, so er- 
hält man: 

a. =s ai cos Ai — ai cos ( A , + A,) + a, cos (A, + At + A, ) 

— . . . . ± a„ - 1 cos (Ai + A, + . . . . -f - A _ , ), 
0 = a, siüA, — a, 8in(A, + Aij + aj sin (Ai + A,-|- Aj) 

— ±a„-i sin(Ai-f-A8 + . . . . +A„ _ ,), 

Diess sind die ersten zwei Grundgleichungen der Poly- 
gonometrie. 

Ist das Polygon so beschaffen, dass keine spätere Seite eine der 
trühem wieder durchschneidet (also ein gewöhnliches), so hat man, 
wie die (Geometrie lehrt, daneben noch die Gleichung: 

A,+A,+A,+....+A; = (n— 2)180^ (II) 
wetehes die dritte und letzte Grnndgleichung der Poly- 
gonometrie ist. 

Diese Gleichungen drücken aus, dass der nach dem n*®° Punkte 
folgende Eckpunkt des Linienzugs wieder mit dem ersten zusanmien- 
fällt. £s wäre also ganz unnütz, weitere Gnindgleichungen suchen 
zu wollen; sie sind jedenfalls die einzigen, aber auch nothwendigen. 

Man ftberzeugt sich von der Richtigkeit dieser Behauptung, in- 
dem man beachtet, dass ein Linienzug von n-f-l Eckpunkten zu 
einem geschlossenen Polygon von n Seiten wird, wenn der 
(n -l-l)** Punkt mit dem ersten wieder zusammenfällt. ♦ Nimmt man 
nun die von 1 nach n gehende Linie als Abszissenaxe, 1 als An- 
fangspunkt, so ist (wie oben) Wi = A| und es müssen die Koordi» 

* Verbindet man b 1%. 10 den Ponkt 1 ndt 9, so hat nun di« UdMr pa«- 
. sMide allgeiaeinere Figur. 
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naten des Punktes n -f- 1 gleich denen von 1, d. h. x„-f-i = 0, 
y«^ i = 0 seyn. Der Winkel Ai ist hier aligemein der W^inkel zwi- 
schen 1 n and 12, im Sinoß des §• 6 gerechnet. Aus Formel (12) 
folgt aber, da Xi = 0, yi 0 : 
x„.f j r= ai cos Ai — a,cos(Ai + Af) + cos (Ai + A»+ A, ) 

— .... ±a»,_i cos (A|-4-....+Ai_i) + cos (Ai+""H~^)» • 
y» + 1 = a, sin Ai — a, sin ( A, + A,) + sin (A» -f At + A, ) 
— ....±a„-i sin(A,+--.H-A„_,) + a„ sin (A,+....+A„), 
worin die Winkel Ai, A2 . . . . A„ nur in dem in §. 6 näher bezeich- 
neten Sinne genommen sind, gleich viel, ob sie innere Winkel sind 
oder nicht Bei Durclikreuzungen ist es ohnehin nicht möglich, an- 
zugeben, welches die innern Winkel des Polygoiis seyen. Der 
Winkel Ai, der in §. 6 nicht vorkommt» ist also der Winkel, den 
man erhält» wenn man von der Seite nl gegen 13 sich hevegt in 
dem dort angegebenen Sinoe. Da. ttbrigens die Bichtmig der Axe 
derywiUkürlichist» so istesaiichdieDrehungsrichtang, nach welcher 
die Winkel zu rechnen sind; nur müssen natürlich alle nach derselben 
Richtung genommen werden. Demnach muss man jetzt haben: 
0 = a, cos Ai — aacos (Ai -|- At)+.... ±aa„i cos (Ai +....+ A,«i) 

+ a, cos (A, + ....+ A„), 
0 = at sin A 1 — a« sin (A, + Ag) +..,. ±a«i-i sin (A| -j— •••+ A|i_i) 
T a. sin ( Ai + . . . . -h A«), 
oder, was dasselhe ist: 
0=aiCosAi+(--l)*atCos(A, + A,)+(— l)*a3 cos(Ai+A, 

+ A3 ) + + (-1)"-* a„-i cos (A, + .... + A._0 + . 

i-iy-' a„cos(A,H-....+A„), 
Ü = a, sin A, 4- ( — 1) * a, sin (Ai -)- A,) -j- ( — 1 ) * sin (A, + Aj 

+ A, ) -f + (-1)"-'' a^i sin (A» + + A._,) + 

(-1)— a„sin(A, + .... + A„), 
welche zwei Gleichungen die eigentlichen polygonometrischen Grund- 
gleichungen sind. 

Da aber die Gleichungen (I) in jedem Falle bestehen, so gehen 
diese Gleichungen: 

0 = a„ + 1 a„ cos (A, -f- . . . . 4- Aj, • 
0 = (- 1 )"-• a„ sin (A, + .... + A„), 
oder 0 = 1 -f (— 1 )"-' cos ( A, + . . . . + A,), 

0 = sin (Ai+ .... +Ab). 
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* • 

Daraus folgt: 

( - 1 cos (A, -f .... + A„) - 1 , sin ( A. -f . . . . + A«) = 0, 
oder wenn man in der ersten Gleichung beiderseitig mit ( — 1)"""' 
multiplizirt und beachtet, dass (— 1)°-'. (— l)""' = 
= ((-l)')-^ = + l,(-l) 

oo8(Ai+A.+....+A.) = (-1)% 8iii(A,+A,4^,...+A.) = O.(U') 
Diese Gleichimgen treten im Gnmde an die Stelle der Gleichiuig 
(n); sie gelten, nebet (I), gleidi viel, ob i^fttere Seiten die frühem 
dorchkreuzen oder nicht. Man fibersieht leicht, dass die Gleichnn^ 

gen (I) und (IP) genügen, um x^t and y„_^-, zu Nnll zu machen. 

Die (II) genügt auch der (II'), und bei gewöhnlichen Polygonen, 
wie sie meistens in der Geometrie betrachtet werden, tritt (IL) an 
die Stelle von (U'). 

Man schliesst aus (IP) übrigens noch das Folgende: 
Da coft(n . IfiO®) = (— 1 sin (n . 180°) = 0, so moss immer 
A,+A,+ ....+A.=n.i80*+r.360» 
seyn, wo r eine ganze, positive oder negative, Zahl ist Für ge-« 
wöhnliche Polygone ist r= — 1, und man wird daher besser setzen: 

A» + A. + .... + An =:= (n — 2) 180«+ r . 360^ (IP') 
wo tür gewöhnliche Polygone r = 0 ist. Die (II") tritt bei Durch- 
kreuzungen an die Stelle von (II). In speziellem Falle wird sich 
wohl entscheiden lassen, wie gross r ist, da jeder Polygonwinkel 
<360° ist. Dass übrigens nur die Gleichung (II") aus (IP) folgen 
kann, ist leicht einzusehen. Ist nämlich Ai -|- At + .... -|~ A. S, 
so ist nur für S = (n — 2) 1 80 * + r . 360 * wo r eine ganze Zahl ist, 
zugleich cos S = ( — 1)*, sin S ss 0. 

Für den Fall eines Dreiecks werden diese Formeln zu: 
a, = ai cos Ai — a, cos (Ai + Aj), 
0 = a, sin A» — a, sin(A,-f A«), A,+A«-f A, = 180®. 
Daraus folgt zunächst 

A,-f-At=180»— A,, sin(Ai+A«) = sinA„ 

cos(Ai+A|)='~oosA,, 
also Si =aiCosAi-|-atCOsAa, 0 = aisinAi— a,8inA«. 
Ton diesen Sätzen gibt der letzte die bekannte Formel: 

a,:at = sinA, :unAi. 
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Quadrirt man beide Gleichungen und addirt die Quadrate, so 
findet man: 

a,' = ai' + a,'4-2aia»(cosAiCosA3 ^sinAiainAi) 

= a|*+a,»+2a,J^co8(180•— A,) 
^ a, * = at*-|- at' — 2^a, a, cos A,, 
welche Gleicliimg den zweiten Hauptsatz der ebenen Trigonometrie 

enthält. Dass man hieraus alles Uebrige ableiten kann, ist bekannt. 
Für den Fall eines Vierecks hat man : 

= a,cosAi — ajcos (A^ + Af) -j- a, cos (A, + Af + A, ), 
0 = ai sin Ai — ag sin (A, + A,) + a, sin (A, + A, + A, ), 
A, + A, + A3 +A4 =360^ (oder 360«+r.360«). 
£ben so im Falle eines Fünfecks: 
as = a|COsAi — atCOs(A|+Ai)-f-a, cös(A|-|-At+A,) 

— cos (Ai + A, + A, + A4), 

0 = ai sin A| — ai sin (Ai + A,) + .sin (A, + At + A3 ) 

— a^ sin (Ai + A, + A, + A^ ), 

Ai + A, + A, + A4 + A 5 54ü \ (oder UO'+r . 360 «). 
u. s. w. 

Wir Wollen diese Grundgleichungen nun zur Auflösung der po- 
lygonometrischen Aufgaben benutzen. Diese Angaben sind die 
pachfolgenden. 

§. 10. Erste Aufgabe. 

In einem Vielecke sind alle Winkel bis - auf einen, so wie alle 
Seiten bis auf zwei gegeben ; man soll die fehlenden Stücke suchen. 

Die Gleichung (II) oder (II") gibt zunächst den fehlenden Winkel 
unmittelbar, so dass man alle Winkel als bekannt annehmen kann. 
Welche der zwei Gleichungen zu benützen ist, kann leicht entschie- 
den werden. Ist die Figur ein n Eck, und ist die Summe der n — 1 
gegebenen Winkel kleiner als (n— 2) 180^ so wird man (II) zu 
benutzen baben. Ist aber die gegebene Summe grosser als (n — 2) 
180^ jedoeb kleiner als (n— 2) 180°-|-360', so benAtzt man 
(U'')» indem man r=:l setzt; wftre die Summe der gegebenen 
Winkel zwischen (n — 2) 1 80 ° + 360 « und (n — 2) 180 ' + 2 . 360®, 
so würde man in (II") r = 2 setzen und alsdann diese Gleichung 
benützen u. s. w. Wäre etwa gar die gegebene Summe zwischen 
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(n — 2) 180° — 360° und (n — 2) 180° — 2.360°, ao imisste man 
iD (II") r = — 1 setzen u. s. w. 

Man beEekbne nun die £ckpiuikte so, dass die letzte Seite 
eine der fehlenden zwei sey; ist a» die andere, so zieht man ans der 
zweiten Oleichnng (l) diese Seite; setzt man ihren Werth in die 
erste (I), so erhält man a»« 

In einem Sechseck seyen z.B. unbekannt a,,a,; so folgt zu- 
nächst aus: 

0 = ai sin Ai — a, sin (A, + A,) -{- a, sin (A, + Af + A, ) 
— a* sin ( Ai + A, + A, + A4 ) + sin ( A, + . . . . + A 4 ) 
der Werth von a,, nämlich 

— ai sin Ai -|~ St sin (A| + At) + a^ sin (Ai + .... 4" ) 

— sin( A|-|-.... A,) • 

^ ■ sin ( A , -fÄTTÄ^)" ' 

Kennt man nunmehr a,, so erhält man aus der Gleichung; 
a, =atCOsAi — a,cos(A, + A,) + ag cos(A, + Af + A,) 

' — COS (A| + ..,.+ A4) +a, cos (At + ••••+ -A»)' 
Sey z.B. 

a, = 1040, a, = 624, a, = 633, a, = 481 ; Ai = 83*44', A, 23* 62', 
A, =290"46', A4 ^30^24', A4 =244^30', also A« =46»44'. 









]nijcf>s 




83» 44' I 




9ü380477(+) 


A, + A,= 107°3G', 


720 24' n 


9-9791798(+) 


9-480538ö(— ) 


At + A, + A. = 








398*22', 


38*^22' I 


9-7928760(+) 


9*8943464(+) 


A, + A,+A,+A4 






9-6689088(+) 


= 428» 46', 


68*46' I 


9'9694687(+) 


A| + A, + A,+A4 






• 


+ A4 = 673* 16', 


46* 44' IV 


9-8622338(— ) 


9-8369408(+) 



loga^ =3-0170333, loga, =2*7961846, log a» = 2 7267272, 
log a« =2-6821461. 

a, sin A, = 1033-7863, a^ cos A, =113-5222, 

sin (A, + A, ) = 594-7909, cos (A, + A, ) = — 188*6788, 
sin(A, -h..-hAJ = 496-8163, a^ cos (A, + +A,) = 193-0349, 
a48in(A,+..+A4)=— 350-2507, a4C08(At+..4rA,)=329-6749! 
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— 1033-7853+594-7909 -h496-8163 + 360'2507 

8in3ö"22' 

= 607-4481, 

loga, =2-8178614, a, cos(Ai -HA, -fAJ = 515-4753. 
a, = 113-6222+ 188-6788+616-47Ö3 — 193 0349 + 329-6749 
= 954-3163. 
Zur Uebang legen wir folgendes Siebeneck vor: 
A, = 105«39'63"-4, A, =80?62'26"-8, Aj = 144»61'9"*3, 
= 62* 68' 3 1 " • 6, A 6 — 1 61 • 0' 52" * 4, A, = 1 43 • 13' 37" • 3 ; 
a, = 10781 • 6, a, = 23905 - 2, a, = 19030 * 2, a, = 12028 ' 2, 
ae = 11354-9. 

Es ergibt aich: A, =201 »23' 30" '2; a4 = 8755-7, a, =8147 8. 

§. 11. Zweite Aufgabe, 

In einem Vieleck sind alle Seiten gegeben bis auf eine, and alle 
Winkel bis auf die zwei an der nicht gegebenen Seite anliegenden; 
man soll die fehlenden Stücke berechnen. 

Man bezeichne die Eckpunkte so, dass die fehlende Seite die 
letzte, a„, sey, so sind A^, A„ die beiden fohlenden Winkel. 

Bereits in §. 8 wurde gezeigt, dass man die beiden Grundglei- 
chungen (I) auch in folgender Weise schreiben könne: 
Ossai cos At +(— lX»a cos (A< + AJ + (—1)% OOS (A^ +A, 

+A.)+ +(-i)-»a^ cos(A. +..,.+A^) 

+ (-l)-»a.cos(A. +....+A.), 
0 = a( sin A, +(—1) a, sin (A^ -j-A.) + ( — l)'a3 8in(A, +A, 

+ A,)+ . . . +(^l)"-^a„_, sm(A,+....+A^) 

+ (-1)" 'a„sin(A, +....+ A„). 
Man raultiplizire die erste dieser Gleichungen mit cosA^, die 
zweite mit sin Aj , und addire sie, so erhält man : 
0=a, [cos 'A, +sin 'A, ] +( — 1 ) a, [cos(A, +A,) cosA, + sin(Ai + 
A, ) sin A J + (— 1) *aj [cos (A^ +A,+A, ) cos A^ + sin (A* +A, 
+ A.) sin A,] + .... + (-1)^-» a,^, [cos (A, + .... + A.^i) 
cos A, + Mn (At + .... +A,>, ) sin At ] + (— * a, [cos (A| 
+ ....+A«)cosAj +sin(A, j ....+A,)sinAtl. 
Nun ist aber cos'A, +sin*A, = 1, 

cos M cos Ai + sin M sin A^ = cos (M — Aj ) ; 
somit ist diese Gleichung: 
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0 = a,+(— l)a,cosA,+(-l)'a,cos(A,+A,)+ + 

(— l)'-»a^ci»(A,+..-hA„-,)+(-l>'^»a„co8(A,+..+A.).(a> 
Ganz eben so mnltipliare man die erste Gleichung mit. sin A« 
mid sttl»traldre sie von der mit oosA« mnUipIisirten zweiten, eo er- 
hält man, wenn man beachtet» dass 

sinMcosAt — cosMsinAi =8in(M-- A^ ): 
0 = (-1) sin A, + (-l)»a, sin (A, + AJ + + 

(-l)"-'a„_,sin(A,+..+A„_^) + (-l)"-*a„sin(A,+..+A„).(b) 

Die Gleichungen (a) und (b) gelten offenbar ganz unbedingt» 
wie auch das Vieleck beschaffen seyn mag. 

Wenn man bemerkt, dass — (—1)""* = (—1) (—1)'"** = 
(—1)*, so folgt aus (a) und (b): 
. (— l)*a.co8 (A, + .... + A«) = a, + (—1) % cos A, + 
(— l)*a5 co8(A2+A,)+....+ (— 1)— 'a,«| co8(Aj+....+A^), 
( — l)"a„sin(A, +.•••• +A„) = (~l)a^ sinA, +( — O^a, sin (A, 
+ A, ) -f . . . . -f ( - 1 ' a„_ , sin (A, + .... + A„_^ ). 
Aber aus der Gleichung (II) in §. 8, oder aus (II") folgt: 
A,+A,+ .... + A. = (n~2;iö0''— At =n . 180«— A, — 360* 
oder 

A, + A3 + ... + A„ = (n — 2) 180° + r .360»— At = n. 180« 
— Ai— 360*+r.360*. 
Daher hat man (vergleiche Anmerkung zu §. 6): 

cos(A, +A3 +....A,) = ( — l)"cosA|, A 

sin (Aj +A, +....A») = (— 1)*"' sinAj, ' 
daraus (da (— 1)- . (— 1/ = (— I)»» = 1 , (— 1)" . (— 1)"-» 
= (-1)'-»= ^1): Ii 
( — l)"cos(A2 -f- .... -j- A„) = cosAi, 
( — i)''sin(A, + ....+ A,) = — 8inA|. 
Also hat man : . 

a.cosAi=a| — axCosA,4~as cosCA^-f-^) — a^cos(At4~Ai 
+ A») + .... ± a*-i cos (A, + •••• + -Ä— 1 ), 
— a^BinAi =s — asSUiAs-l-a, sin(A,H~-^) — a^ 8in(A, «^A, 

+ A4)+.... ± a,_t Bin (Äj + + A„-t ), 
d.h. attC08Ai=a, — a, cos A, +a3 cos(A2 +^3) — .... 
± a„_, cos(A,-f ....+A„_,), 

a„sin Ai = ii^ sin Aj — sin(A2 4~'A.,)4~ • • 

+ a»_i sin (A, + .... + A,-.»). 
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Setet man also zur Abkürzung : 

a, -T-«,co«A,4-aj cos(A2 -f-A,)— 

± ajHH cos (A, + .... + A,«4 ) e= K, 
assinA,— a,i sm(A,+Aa)+ 

Tsin-i 8in(Aj + ....+ A„_i) = L, 
so ist a„cosA, =Kt aaSinAt =L, (c) 

woraus durch Division : 

tgA.=^. (14) 

Will man aus dieser (xleichung A^ bestimmen, so wird man be- 
achten, da£s aus den Gleichungen (c) folgt, dass cosA^ von dem- * 
selben Zeichen sey wie K, und sinAi von demselben wie L. Dar- 
ans schliesst man das Folgende: 

Ist IL positiv- nnd L positiv, so liegt A« «wischen 0 nnd 90 ^ 
„ K negativ „ L positiv, „ A. „ 90* „ 
„ K negativ . „ L negativ, „ A^ „ 180« ^ 270®, 
„ K positiv „ L negativ, „ A^ „ 270° 360^ 
Hat man nun A^ bestimmt, so findet man A. aus (II) oder^U"), 
wie in §. 10 erörtert. 

Um a. zu bestimmen, kann man aus (c) ziehen: 

_ K _ L 
. ^~cosA,' ^-Sii;* W 
ich, indem man die erste denelben mit cqsA«, die zweite 
A| mnitiplizirt und beide addirt: 

ate=KcoBAi -f^BinAi. (15) 
.. man a„ unabhängig von haben, so zieht man aus (c) 
auch, v. dem man beide Gleichungen quadrirt und addirt: 

an' = K^ + L^ a„= Vk7+L^ (lö') 
Sey 7» B. in einem Fünfecke : 

«1 =640, a, =619, a^ =438, a« = 53^; 

A, =46«38', A, =223»66', A* =38«iBl'. 
.Hier ist: 

a, cos (A, = 519 cos 46»38' = 356*3790, a, sin A^ = 377 2996, 
a, cos (A, +A3 ) =^ 438 cos (2 70 33') = 438 cos (89 " 27') = 4*2044, 

a3 sin(A2 +A,)= —437-9797, 
a» cos (A, + A3 + A J = 536 cos (309^24') = 636 cos (60»360 

= 340-21öß, a» sin(A, +A, + A4) = — 414-1§62. . 
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K =± 540 — 356 3790 4'2(U4 — 340-2166 = ~ 162-3901. 

logK = 2 1829568 (-), 
L = 377-2996 + 4379797 — 414-1862 = + 401*0941, 
IogL = 2-6032462; 
somit liegt A| zwischen dO^.iuid 180^ 
Man setze nun: _ 401 -0941 

log 401*0941 r=r 2*6032462, 
E. l og 152-3901 = 7-8170431. 
log tga= 10-4202893, 
a = 69°ll'47", 
so ist A, =180* — 110<'48'13". 

Da nun +A,+A, +A4 = 420M2' 13", 
so ist A5 =:640*— 420*12' 13"= 119*47' 47". 
Endlich a, = — 152-3901 cos + 401*0941 sin 

= 152*3901 cos 69M 1 ' 47" + 401 0941 sin 69* 1 1' 47" 
=429.0677. 
Zur XJebung legen wir folgendes Zwölfeck vor: 
A, =154°28', A, =139*63', A4=z 125° 7', A, 280''37', 
Ae = 93^12', A, = 127" 15', Ab = 222*10', A,= 73''31', 
Aio = 185*25', A,, =138°32'. 

a, = 1350, = 1275, a^ =809, a^ =925, a^ =637, a« = 1467, 
= 1384, =776, = 1228, a^^ =2234, a,» =2201*4. 
• Man findet: A, = 167*25', A«, =92*25'» a., =2190*3.^ 

* Es dürfte nicht ohne Interesse seyn, doch auch einmal den Fall einer Durch- 
kreuzung in's Auge zn fassen. Wie in §. 8 pjezei^ worden, tritt alsdann die Glei- 
chxmg (II") an die Stelle von (II), während die Gleichungen (I) ganz ungefährdet 
beitdien bleiben. Der betreffende Werth Ton r ergibt sich aus der Beschaffenheit 
der Figur. Die oUge GHeiefanng (14) mife altai flneo Folgerungen berteht also aiidi 
Ar diesen Fall, somit kann der Winkel ohne Zweidentigkeit besthnmt Verden. 
Wir wollen an einem apesiellen Beispiele teigen, wie man in einem sokben FaDe 
in mfahren habe. 

Sey in einem Tkraekeat = 897189, a, = 610, a, =620; = 126*86'19'% 

A, = 252*57'48". 

Hier ist K=a, — a, oeaAt-ha, co8(A8-|-A3), L=a, sin At — sin (A,-}-Ag). 
a, cos A, = — 310-563, 83 cos (A, -f Ä,) = 602 695, a, sin A. = 625-024, 
a,sin(As-hA,)= 146-468 ; K = 18I0-897. L = 379-666, 

_ 379 5 66 _j,0ßoi28" 
- 1810397' 

9» 
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§.12. Dritte Aufgabe. 

In einem Yf^eck sind alte Seiten gegeben, lo wie alle Winkel 

bis auf zwei; man soll diese fehlenden fwei Winkel bestimmen. 

Liegen die feWenden zwei Winkel an derselben Seite , welche 
wir als die letzte uns denken wollen, so hätte man offenbar nach 
§. 11 zu verfahren, so dass wir von der Aufgabe in dieser Beziehung 
absehen können. 

Liegen aber die zwei fehlenden Winkel nicht an derselben Seite, 
so ist die AoflOsiing eine andere. Maa bezeichne die Eckpunkte ao, 
daas der eine der fehlenden Winke) der letzte, A.^ sey; der andere - 
sey A,. 

'In den zwei Formeln (I) zerlege man diejenigen Cosinus und 
Sinus, in deren Winkeln vorkommt, nach den Formeln : 
cos ( A, M) — cos A, cos M — sin A, sin M, 
8in(A,+M) = sinA,cosM-j-cosA,sinM, 
so wird man zwei Gleichungen erhalten, in denen ausser cosA„ 
sinA«, alles Uebnge bekannt ist. Aus denselben zieht man die 
Werthe von cosA« und sinA, und kann dann daraus A« erhalten. 
A, ergibt sich sodann ans (II) oder (W*). Da die allgememe Dar- 
stellung Tielleicht nicht fibersichtlich genug ist, wollen wir den Fall 
eines Sechsecks wählen, in dem und A4 unbekannt sind. Man 
hat Zunächst : " 

a^ = aj cos At — aj cos (A, + Aj ) + a, cos (A, + Aj -|- A, ) 
— ajCos(A4+A,+A,+A4)+%cos(A4+A,+A,4-A4-f A5). 

Ai 4- A, 4-A, = 385^24' 35". Da die Summe dieser drei WinM >360", so ist in 
(II'O jetel r = 1, d.h. A^ + A, + A3 + ^ 720", also A^ ^ 334"36'26"; 
findet lieb vi« gevKfanlifih (Gleichungen (d), (15), (150). 

Ii«. 14 



Wie man sich in zusammengesetzten! Fällen zu helfen hat, wird aus diesem 
Beispiele wohl zur Genüge hervorgehen. Dass in den Fällen des §. 10 und 12 ganz 
disfielbe gilt, ist klar, so dass man unsere Auflösungen ganz allgemein anwen- 
den ksim. 
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0 = % sinA^ — a, sin (A, +A,) + a3 sin (A, -|- A, -\-A^) 
— at«B(A,-|-A,+A, +A^) +a,»m(A, +A,+A, +A4+A,), 
d. h. ^ 

a, — a|C08A|+%co8(Ai+At)~*»<^<^(^t H"A,H-A,) 

= — S4 [cos(A| -f-Aj +A3 ) cos A4 — fm(Ai +Aj +-^3 ) sin A4 ] 
+ 35 Lcos(A, + A^ + A, fAj) — «inXAt + A, +A, 
+ A5)sinA,l, 

— Ol «in Aj + JUj sin (A, 4-A,> ) — sin ( A, + A, -f- A, ) 

= — »4 [sin (Aj -f-Aj -f-Aj ) cos A» -|- cos (A, -f-Aj +As ) sin A«] 
+ a^fain ( A, + Aj + A, + A») cos A4 + cos (A^ + A, + A^i 

+ A5)8illA4J. 

Setzt man zur Abkfirzniig: 

— a» cosAi +a, cos(At +At +A,)=sli, 

— cos (A^ + A 2 + A, ) + a, cos (A, + Aj + A, + Ar ) = k, 
a4sm(A, +A2 +A3) — as8in(A» +A2 -f A3 -f-As)==l, 

— a, sin Ai + a2 sin (Aj -j- Aj ) — sin (Aj + Aj + A, ) = h', 
so hat man h = kcüsA4 -J-l^^inA^, 

V = — 1 cos A4 + k sin A4, 

woraus folgt: 

_ hk — VI . _ lh + kV 
COSA4 — "pqpp"* smA^ — jt^-j-i» ' 

Damit A4 mOgfich sey, rnnss die Summe der Quadrate dieser 
zwei Brüche = 1 seyn. Ist diess der Fall, ao kami man nim aua 
cos A4 und nnA« den Winkel A4 genan heieohnen« üebrigena wSre 

auch . _lh4-kh' 

'*^*"hk=^- 
Als Beispiel wollen wir ein Viereck wählen. In demselben sey: 
a, =452, a, =610, a, =411, a4 =403-212; 
A^ = 7d«47'26", A, = 68°63'. 
Man hat hier: 

^4 = a4 eosAi — a, cofr(At + A,)+a, oo8(At +A, H-A,), 

a4 — a^ CO8 At = — a, cos A, cos A, + % sin A« sinA, + ^ cos(At 

+ A3)cosA, — a, 8in(Ai +A3)sin A,, 
a4 — a, cos Ai = cos [ — a, cos A, -j- a, cos (A^ + A3)] + 

sin A, [a, sinAi — a^ sin(A| -\-A^)Ji 
und dann 

0 = a| sinAft —a, sin (A4 +A,) + a, sinCA, +Aa+A4), 
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— sinAi s^-r^a^foaAi cosA, — cobAi sinA, +^ siii(A, 
-|-Aj)co8Aj +a, cog(A| 4'A,)8ÜiA,, 

— a, sinA, —CO8A2 [ — a, sinA, sin(Ai + A3)] sinA, 
[ — cos Aj + a, t os (A, -|- A^ )]. 

Aber lo^ja, = 2-655i:i84, loga, = 2*7853298, loga, = 2-6138418. 
logsinA, z=9-9930ti85, lo<rcosA, =9-2485787, A^ +A3 = 

148'*40'26"(3r 19':U''II), 
log8in(A, +A J=9-7169268, logcos(Aj +A3 )=9-9315707(—). 
DaraoB: 

co8Ai =80-116, ain A^ =444*843, a, cos Aj = 108-121, 
a, sin Ai =600*341, a, 8iii(A| +^3) = 213*682, % C08(A| 
4-A,) = —351-086; — a^ cosA, =403*096, — ajCOsA, + 

cos (Ai + A3 ) = — 459*206 , a., sin A^ — a^ sin (A, + A^ ) 
= 386-659, — a, sin A^ + a, sin (A, + A,) = — 386-659, 

— cos Ai -)- (Ii cos (A, + A^ = — 459-206 : demnach: 

403-096 ^ — 459-206 cos A,. +386-659 sinA,, 
— 444-843 = — 386-659 cos Aj —459*206 sin Aj. 

386-659 . 403-096 +444-843 .469*206 360136*1 
SinA,- 386*659»+459*206» r3e0376*r 

444*843 . 386*659 — 403*096 . 469*206 _ — 13101 -9 . , 
CO8A,— 386-669*+459*206» "* 360376*1' 

13Tör9' ^»-''2 5, 
für A^ ergibt sich nun 119" 14' 34". 

Zur Uebung legen wir ferner vor in einem Sechsecke : 
a» = 964-3, a, = 481, a, =633, a^ = 667*4, a» 624, a. = 1040; 

A, =83^44', A, =46^44', A^ = 30«24', Aj ==290*46'. 
Es ergibt 8ich: A, =244<>30', A, =23**52'. 

Da inr auf die in §§. 10 — 12 auseinander gesetzten Aufgaben 
bei der Lösung zusammengesetzterer wieder zurückkommen müssen, 
so mag es, behufs leichterer Anwendung, von Vortheil seyn, die 
Resultate, unabhängig von der lie/eichnung der Eckpunkte durch 
Ziöern auszusprechen, was wir jedoch dem Leser überlassen wollen. 
Wut bemerken nur, dass Venn irgend ein Vieleck zur r>r)sung fiir 
obige drei Fälle vorliegt, wir nur voranssetzen, dass man die Punkte 
mit 1, 2 .... so bezeicbne, dass man keinen Pnnkt fiberspringt; in 
welcher Richtung hin diess geschieht, ist willkfirlich. DieDrehungs> 

Ot*«f«r, 6lMM PvlygoaMncIri*. 3 
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richtung, nach welclier die Polygonwinkel zu zählen sind, ist «;leieh- 
falls willkürlich. Will man jedoch, bei gewöhnlichen Vielecken, die 
innern Winkel des Polygons dadurch erhalten, ao muss man diese 
DrehuDgsrichtung entgegengesetzt deijenigen nehmen, nach der 
man die Bezeichnung der Eckpnnkte durch 1, 2 .... voigenommen 
hat. Wir haben diese Anordnnngsweiae in allen Fällen beibehalten» 
selbst dann, wenn Durchkreuzungen Yorkommen, in so fern^ freilich 
sie in diesem Falle sich feststellen lässt« 

§. 13. Vierte Aufgabe. 

In einem Vielecke sind alle Seiten bis auf eine, und alle Winkel 
bis auf zwe^ gegeben, welche zwei unbekannten Winkel an derselben 
gegebenen Seite anliegen. Man bezeichne die Eckpunkte der Art, 
dass A4 und A« die gesuchten Winkel, a, die gesuchte Seite sey. 
Es lässt sich nun zeigen, dass im Allgemeinen mit den gegebenen 
Stficken zwei Vielecke konstmirt werden kOnnen, so dass die Auf- 
gabe zweideutig ist. Betrachten wir z.B. das Siebeneck 12... 7, 
in dem A^, A7, cl^ unbekannt . II».»* 

sind, und denke sich in dem- 
selben die Linien 14, 75 ge- 
zogen, so wird das Vieleck 1234 
vollkommen bestimmt seyn / 
(§. 1 1) ; dessgleichen das Drei- 
eck 756. Man kennt also die 
Geraden 14, 67, so wie die 4 ^ r 

Winkel an denselben in 1234 und 765. In dem Viereck 1457 kennt 
man nun die drei Seiten 14, 17, 75 und die zwei an der unbekann- 
ten Seite 45 anliegenden Winkel « und Damit lässt sich oft nur 
ein, häutig aber lassen sich zwei Vierecke zeichnen, wie nachstehende 
Figuren ausweisen. 

Man trage nftmlich an die Linie 75 den Wmkel in 5 an, ziehe 
also 5A der Art, dass A5?=/9. In 7 besehreibe man mit dem 
Halbmesser 71=% einen Kreis; an 5A lege man, in einem be- 
liebigen Punkt B,. den Winkel a an (so dass SBC = a), mache BC 
, =41, ziehe dann diircli C mit l)\ die Parallele CK; dieselbe wird 
den Kreis in den zwei Punkten F und G schneiden (in einem be- 
sondem Falle, wenn C£ Tangente an den Kreis würde, fielen F und 
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G zusammen). Durch F und G ziehe man mit CJ^ die Parallelen 
FH, OK (wenn es nämlich möglich ist, indem beide links von 75 
fallen müssten); zieht man dann 7F, 7G, so genügen die zwei Vier- 
ecke 7FH5, 7GK5 offenbar den obigen Annahmen; sie haben die 
drei gegebenen Seiten 75, 7F oder 76 = a« , FH oder GR = BO = 
41. FQr den Fall der ersten Figur erschien fibrigens nur ein Vier- 
eck; im Falle der zweiten dagegen sind zwei zum Vorschein gekom- 
men. Damit ist denn obige Behauptung otfenbar gerechtfertigt. 

Um nun die unbekannte Seite a, zu erhalten, bildet man zuerst 
aus den zwei Grundgleichungen (I) eine weitere Gleichung, in der 
die Winkel und A„ nicht vorkommen. Zu diesem Ende nehme 
man in diesen Gleichungen beiderseits die Quadrate. Man erhält, 
dadorch, indem man beachtet, dass: 

(a+b+c+d....)« = a»-|-b'-f-c»+d«-|-....+2[ab+ac + ad * 
+ .... -j- bc -j- bd -f- .... + cd -f- ....] 

8» 
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a.»=a, «w'A, +a, 'co8'(A, +AJ+a, *co&\A, +A, +A,) 
+....+a,.|'co«*(AtH-....+A,-j) 
+2 1 — ata,co8AtCa8(At-|-A,)4-ai«t co8A|Ca8(A4+A,-(-A,) 

— .... + »1 Bb«! COBAi C08(A( -(-..., -|-A,_i) 

— a, cos (Aj + Aj ) cos (A, + A, + A, ) 

+ .... + a, a._i cos(A4 +^i,)co8(Ai + ....4-A._i) 
.... 

— a„_2 a„_i cos(xVi-|-....-f-A„_2)cos(Ai + .... + A„_, ji, 
0 = a^'sm'A,+a,'sinHA,+A,) + a/sinHAt+A,+A,) 

+ .... -f- a,_j ' sin ^ ( A, + .. . + A.^^ ) 
+ 2 j — Ej a,8mA4 8in(A,4-xV2)-j-a, sinA, sin(A|-J-A2-j-A5) 
— .... ± a| sin A^ sin (Ai + .... A^i) 

— a, a, 8in(A4 +A,)Mn(At H-A, +A,) 

+ .... a^ sin (Aj + A») sin (A, + .... + A,.» ) 
. . ■ . 

— sin (Aj + .... + ) sin (A^ +.... + A^» )) . 
Addirt man diese Gleiehnngen GHIed fttf Glied, so ergibt sich : 

a.' = a, ' [cos 'A^ + sin U J + a^ ^ [cos '(A, +Aj ) + sin \ A. +A, )] 
+...+ aa_, * [cos ' ( Aj -t-...H- A„-.i ) + sin * (i\ ,+... + A ) J 
-j-2 j — a| Oj [cosAj cos (Aj H-A,) + sinA, sin (Ai +Ao ) + 
a4a,[coaA4C08(Aj-|-A2+A3 )+sinAisin(A, +A2+A3 ) | 
— ... ± ai aa_i [cosAi cos(A,+...-|-AB-t)+8inA| 6in(A| 
+...+AB-t)] 

— a,a, [cos(A4+A,)cos(At+A,+A,) + 8in(A^+A,) 

. ^8in(A,+A2+A,)] + 

+ a, a„_, [cos(Ai +A2 ) cos (A» +...+A^i ) + sin(Ai +A2 ; 
8in(Ai+.. + A„_,)] 

• • • ♦ 

~~ a^ — 2 a^ — j [cos (At + ... + A„_, ) cos (A, + ... + A»«i) + 
sin(^, + .... + A„_^) sin (Aj + .... + A„_i)]t. 
Erinnert man sich nun, dass, was auch M und N seyen: 
C08'M + sin'M = 1, cosMcosN-|-8inMsinN = co8(M — N), 
so gibt obige Fonnel: , 

a.*=a, »+a, »+...+a^ '+2|-a. a, cosA, + \ 

a^ aj cos (A, +A3 ) — ...± a^ a,_j cos (A, +...+ A„_, )/ 
— aj Oj cos Aj + ... + a, a„_4 cos (A, + ... -\- A^ ) / (^^) 

.... 1 
— aii^a„_| cosA„_4|. / 
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Diesä Gleichmig enthält die Winkel Ai und nidit» sie ent- 
hält also ausser a^ lanter bekannte Grossen. Die GrOsse a, konunt 

aber darin im Quadrat vor; die Gleichung (16) ist also eine qua- 
dratische Gleichung in Bezug auf a,; es folgen mithin ans ihr im 
Allgemeinen zwei verschiedene Werthe von a,. Sind beide i)ositiv, 
so hat man den Fall, in dem zwei Vielecke möglich; ist nur einer 
positiv, der andere negativ, so behält man nur den positiven Werth 
nnd hat also blos ein Vieleck. Kennt man nnn a„ se ergeben dch 
die zwei fehlenden Winkel wie in §. 11. 

Wir wollen diess aof ein Ffinfeck anwenden nnd, derUebersicht- 
lichkeit wegen, die Rechnung nochmals tta diesen Fall f&hren. Es 
Seyen darin unbekannt A, , A5, 3.^. 

Die Quadrirung von (I) führt liier auf: 
a,' = a, 'cos*A, ^-aj 'cos'(Aj 4-A2)-|-a3 'cos'(A, + A2 + A3) 
. -f- a^ ' cos ' (A^ -j- .... -f- A4) + 2 [ — a, a, cos Aj cos (A^ + Aj ) 
+ja|a5C0sAt cos (A, 4-A2 -j-A^ ) — a, a^cosA, cos(Ai+....-f-A4) 
— aj a, cos (Aj +A,) cos (A, + Aj + A3) -f~ ^2 a^cos (Aj H-'Aj) 
cos (Ai -(-....-|-A^) — a, aiCOs (Ai +A, +A3 ) cos (A^ +.,.,-)-A4)], 
♦ 0 = ai«sin»A.-Ha,*rin*(A,-(-A,)4-a,*sin»(A«-f A,-|-A,) 
+ a^ *.sin* (Aj -f- — -\- A^) -j-2 [ — a, % sin A^ sin (A^ + A2) 
4- ai a, sin Aj sin (A, +A2 +A, ) — ai a^ sin A, sin (A, -(-A4 ) 
— a^ aj sin (A, -f- A^ ) sin (A, -(- A , + A3 ) + a2 sin ( A, -|- Aj ) 
sin{A, -|-....+A^ ) — a^ a4sin(Ai-|"A2+A4)sin(Ai-l-....-j-A4)J, 
woraus durch Addition : 

a»*=a4*4-aj'+a,'+a4^+2[— a,a,cosAj+%a,cos(Aj-}-A,) 
* — a| a4Cos(A2-|-A,-|-A4) — a, a, cosAg -|-a,a|Cos(A,4-A4) 

~a|a4C0ffAt], 
was nichts Anderes ist» als die Gleichung (16) f&r n = 5. 

Ans dieser Gleichung folgt: • 
a,* — (a, ^-f-a, 'H-a^ ') — 2[ — a^ ajCOsAj — ata4Cos(Aj+A3-|-A4) 
+ aj a^ cos(A, -f-AJJ 
='a3*+2a3 [ai cos (A, -j- A,) — a^cosAg — agCOsA^J. 
Sey nun speziell: 

a. = 540, a, = 519, a^ = 536, a, = 429 068; 
A, =46»38', A, =223»66', A» =38»61' (§. 11). 
Alsdann ist 
a, » — [a, * + a, * + a» = — 664 167-7372, 
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a, coß A, = 192444 7, a, cos (A, -j- + A.) = 183716-4, 
a, a» cos (A, 4- A J = — 35026*2, 
%co8(A,+A,)=: 5*1835, a, cos A, =—373*8613, o^cobA^ss 
417*4317. 

— 2 [ — a, cos A, — cos (A^ +A, -\-A^ ) + aj cos (A, -\-A^^ ) | 

= — 2 [—192444-7 — 183716*3 — 35026*21 = 822374 4, 
a, cos (Aj+A,) — cosA, — a^cosA» =:5*l&i5+373'8614 
— 417-4317 = — 38-3868. 
Demnach : 

— 664157-7 + 822374-4 = » — 2.38-3868a„ 

* — 2.38-3868 a, = 158216 7 

a, = 38*3268 ± V 168216*7 +(38*3868)» 
=38*3868 ± 399*6129. 
Die zwei Warzeln dieser Gleicbong sind also: -[-437*9997* und 

— 361-2261, wovon die zweite nicht angenommen werden kann. 
Somit hat man einzig: a, =437*9997. 

Der Winkel findet sich nun aus (14) in §.11 und zwar 
=:110M8'13", und Aj dann aus (U) oder (II") = 119*'47' 47". 

Würde der Fall eintreten, dass beide Wurzeln (also beide Werthe 
von a|) positiv wären, so mflsste man «as der allgemeinen Ansicht 
der Fignr (die wir uns als etwa anf dem Felde vorhanden denken) 
entscheiden, ob der kleinere oder grossere Werth von a, der zn 
wählende sey. Aach wfirde bei der Berechlung der Winkel A| und 
Aj für beide Werthe von a, oft eine Entscheidung herbeigeführt ♦ 
werden können, wenn man den beiläufigen Werth eines dieser zwei 
Winkel kennen würde. 

Würde einer der zwei unbekannten Winkel, etwa A, , an der 
unbekannten Seite liegen, die also in diesem Falle a, wäre, so würde 
diess unsere obige Anfldsong in keiner Weise ändern. 

§. 14. Fünfte Aufgabe. 

In einem Vielecke sind alle Seiten bis anf eine, und alle Winkel 

bis auf zwei gegeben, von denen der eine an der fehlenden Seite, 
der andere aber nicht neben diesem liegt. 

Man bezeichne die Eckpunkte des Vielecks so, dass a„, A„, A^ 
die unbekannten, Stücke sind. Da man die Gleichungen (I) auch 
schreiben iuinn: - 
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aj cos A| cos (A, +A2 ) — ....± cos (A, + .... + A^, ) 
= ± a» cos (A| -|- + ^) + •••• i •»-1 (-^1 +"••+ ), 
— a( sinAi +a,siii(At+Aj) — ....± a,w| siii(A4-(-,...+A^) 

= ± a^sin (Ai + • •• + -U) T ± sin (A, + .... + ), 
so qoadrire man abermals diese beiden Gleichangen und addire sie 

sodann. Das Resultat wird, ähnlich wie in §. 13, ausser der Seite 
a„ lauter bekannte Grössen enthalten, indem die Winkel A, und A„ 
nicht darin vorkommen werden. Da die so erlialtene Gleichung eine- 
quadratische ist, so erhält man auch hier zwei Werthe von a„ mid 
es gilt in dieser Beziehung dasselbe, was im vorhergehenden Pai»- 
graphen gesagt wurde. 

Kennt man Jetzt a., so kennt man also alle Seiten des Vielecks 
und die fehlenden zwei Winkel ergeben sich nach den Vorschriften 
de84§.12. 

Die Gleichung zur Bestimmung von a„ heisst: 
a. * -J" 2 a„ [ — a, cos A, -|- a, cos (A, -|-A, ) — .... +, a,^ cos (A| -J- .... 

+ A,_,)l + a.' + a,' + .... + a._.« 
+2[ — a| a, cos A, + aj a, cos (A^-^-xi^) — .... + a« a,^ cos (A^ 

~j~ — |-.A^| y 

— a, a^ cosAi ± «4 »1-4 cos (A, +.... +A^,) 

(17) 

— COsAi^J 

= a,*+ a^-i f.. + a^, ' + 2 [— a, a^i cos + 

a,a^cos(A^i-|-A^)— ....±a,ai^ cos(A^, +.«.+A»^,) 

. — »r-i-t cos A^2 + . .. T »r+i a^i cos (A,-!-, 4^ . . + A„^| ) 

» . . • 

~ ftii-i «li-i cosA>«|]. 
Ffir den speziellen Fall eines Fünfecks z. in dem a«, A», A, 
unbekannt sind, hätte man: 

— a» cos Ai + a, cos ( A, -|- Aj ) = -}- a^ cos ( A, + Aj + A, ) 

— aj cos (A, -h A, + A3 + Aj ), 

— aj sinAj +a. sin(A, -f-A,) = + aj siii(Aj -^-A^ +A«) 

— a^ sin ( A, + A, + A, + A»).. 
Hieraus durch Quadrirung: 

a«* + 2a5 t— «1 cosA, +aj5 cös (A, + A,)J -f- a, * cos* A, + 
Äj • co8'(Aj — 2a, a, cosA, co8(A, +A, ) = a, *cos'(A, + 
A, + A, ) + a, ' cos» ( A , f A, + A, -f- A j ) — 2 a, cos (A, + 
+ A, ) cos (A, + A, f A, f- A J, 
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; aj'sin^A, -f- a , • sin * (A^ -f-A,) — 2 a, sinA, sin(Aj -i--^^2) 
' a, ^ sin ' (A, + A, + A., ) + a, ' sin'^ ( A . + A, + A., + A.) 

— 2 a, siü (A, + A, + ) sin (A^ + A, + A, + A» ). 
Addirt man diese Gleichung so, dass man allemal diejenigen 
Glieder beider zusammen nimmt» welche dieselben Seiten enthalten, 
so erhält nuin: 

aj ^ + 2 a^ [— a, cos A, + cos (A, -|- A j] + a, ^ + ' ~ 2 a, a.^ 

cos Aj = a, * + aj ' — 20, cos A ^ , 
was die Gleichung (17) für n = 5, r=::3 ist. Ein spezielles Zahlen- 
beispiel zuzufügen halten wir nicht für nöthig, da die üechaung 
gaoz ähnlich der in §. 13 ist. 

§, 15. Sechste Aufgabe. 

In einem Vielecke sind alle Seiten bis auf eine, und alle Winkel 

bis auf zwei gegeben. Die fehlenden zwei Winkel folgen aber nicht 
unmittelbar auf einander, noch auch liegt einer an der fehlenden 
Seite. 

Seyen A„, A,, a„ die fehlenden Stücke des Vielecks von n Seiten. 
Die Gleichung (17) des §. 14 enthiilt die unbekannten Winkel A«, 
A, nicht; sie ist eine quadratische Gleichung in Bezug auf a^i; es 
folgen somit aus ihr im Allgemeinen wieder zwei Werthe von a«, 
über welche dasselbe gilt, was in §. 13 gesagt ^wurde. Kennt man 
nunmehr die noch fehlende Seite a,„, so ist die Aufgabe auf die des 
§. 12 zurückgeföhrt. 

liiemit ist die uns im Augenblicke beschäftigende Aufgabe er- 
ledigt. 

§. 16. Siebente Aufgabe. 

In einem Vielecke sind alle Seiten gegeben, so wie alle Winkel 
bis auf drei unmittelbar auf einander folgende. 

Diese Aufgabe ist im Allgemeinen ebenfalls zweideutig, hm 
diess bequem zeigen zu können, wollen wir ein Siebeneck wählen, 
in welchem die Winkel A|, A,, A^ unbekannt seyen. Eonstruirt 
man mit den bekannten Stücken den Theil 234567, so hat man 
noch, vermittelst der zwei bekannten Seiten und a, das Dreieck 
7 1 2 zu zeichnen, das aber entweder die Lage 7 1 2 oder 7(1)2 iiaben 
kann, so dass man mit denselben gegebenen Stücken zwei Polygone 
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123....7, und (1)2....7 erhält. Es sind 
allerdings Fälle denkbar, in denen ein ein- 
ziges Polygon zum Vorschein kommt; im 
Allgemeinen aber ist die Aufgabe eine 
isweideatige. Man kann nun allerdinga 
eine Formel bilden, in der zwei Winkel 
nicht Torkommen, wie diesa die Formeln g^ 
(16) und (17) beweisen, so dass eine 
solche nur noch den einen der gesuchten 
AVinkel enthält; allein eine solche Formel 
ist hier keineswegs zur Auflösung geeignet, 
oder wenigstens nicht bequem, * indem man vermitteist derselben 
nicht entscheiden kann, in welchem Quadranten der geauebte Winkel 
liegt. 

Da wir voraussetzen, die Aufgabe beziehe sich auf ein wirL> 
Hohes Polygon (ans der Praxis), so wird man sich in diesem Falle 
am Besten in folgender Weise helfen. Man ziehe (f&r den Fkll 

unserer Figur) die Diagonale 27, so kann das Polygon 23456 7 
nacli §.11 vollständig berechnet werden , so dass man die Länge 
der Diagonale 2 7, so ^ ia die Winkel an derselben, kennt. Im Drei- 




* Für nnsern Fall, in dem A|, Ai, An als unbekanot angeseben Verden, würde 
sieh die Fonnel (IG) eignen. Würde man ihr die zneammengesetiten sin und coe 
Ar A, anflöMo, io eifaielte man eine Fwmel von iblgmder Gestalt: 

keosAs-|-]shiAt =m« wo 
k = — Sa^ a« H'^Bt MsA, — ....+2at at^-ACM(As-|-....-|- Am-^), 
1 = — 2 a^ a, sin A, 4" ■*» (A* + A^) — .... +2 »1«.-« sin (A, -J- .... H- Am^), 
m = a,' — (Si ■ -|- a, * 4- . . . . -|- a^)' — 2 [— a, a, eoa A, -p .... ± ai Sii-i ees (A, 
+ ....+AiHn) 



— a„_, a„_, cos A„_J. 

Um A{ daraus zu bestimmen, berechne mau den (spitzen oder stumpfen) Winkel 

9 so, dass .1 w , «in?» 

m» = Yth = ltBi» = l 

so ist 



cos 9> 



Isin 9 . cos A, 



-4-lsinAs = m , 



1 (sin licet A^-^enpün A«) = m eoa# 

m cos 9 



»iii(9>-j-Aj) = 



1 



worius A, m hcrochneu wflre. indem q> bekannt ist. Man übersieht aber ieichi. 
dasü diese Gleichung hiezu nicht Tollständig genügt. 
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ecke 127 kennt man nunmehr alle drei Seiten, und kann folglich 
die drei Winkel desselben berechnen. Da man nun, unserer An- 
nahme nach, weiss, ob das Dreieck 712, oder 7(1)2 sn wählen ist, 
so wird man die Winkel A,, A|, A, leicht finden. 

Sind a, ß die zwei an 27 in den Punkten 2 und 7 anliegenden 
Polygonwinkel, x«, y^y die den Seiten 12, 17, 27 im Dreiecke 
entgegenstehenden Winkel, so Ist <Ur den ersten Fall (Dreieck 127): 

für den zweiten Fall (Dreieck (1)27): 

, §. 17. Achte Aufgabe. 

In einem Vielecke, sind alle Seiten gegehen, so wie alle Winkel 
bis aaf drei; zwei der fehlenden Winkel folgen unmittelbar auf ein- 
ander, der dritte liegt neben keinem der zwei andern. 

Begreiflicher Weise ist diese Aufgabe, gleichwie die vorher- 
gehende, gleichfalls eine nicht vollkommen bestimmte, und es gilt 
für die theoretische Lösung dasselbe, was in §. 16 gesagt wurde. 

Für die praktische Lösung wird man, wenn z.B. in einem Acht- 
ecke die Winkel A, , Ag, Ag unbekannt wären, die Diagonalen 51, 
58 ziehen. Das Vieleck 12345 lässt sich nun nach §.11 berech- 
nen, so dasB man die Diagonale 1 5 und die zwei Winkel an derselben 
im Vieleck 1 .. .5 kennt; dessgleichen kann man das Vieleck 8765 
berechnen, wodurch man die Diagonale 58 und die beiden an ihr 
liegenden Winkel erhält. In dem lif.ia 
Dreiecke 518 kennt man nun mehr/^; 
alle Seiten, kann also die Winkel 
desselben bereclmen. Die Ansicht 
der Figur muss nun endlich ent- 
scheiden, in welcher Weise die so 
berechneten Winkel zusanmienzu- 
setzen sind, um daraus die. unbe- 
kannten Wmkel Af , Ag , A^ zu 
erhalten. * 

Für den Fall unserer Figur hat man sogar eine Durchkreuzung 
und zwar im Vieleck 1....5. Diess hemmt aber den Gang der in 
§.11 vorgeschriebenen Auflösung in keiner Weise. Setzt man: 
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ajßinA, — aj,8in(A4+Aa)+a4 8in(A,-f A, +AJ = L, 

— a, cos A, + cos (A, + A,) — cofi(A, -j- + A,) = K, 

so befltiiiiint man den Winkel a dmch die Fonnel 

L 

und es ist sina von demselben Zeiehen wie L» cosa von demselben 
wie E. Da in diesem Fflnfecke die Soinme aller fünf Winkel 
= 3 . lSO^-\- 390* (§. 8), so ist ß zu bestimmen aus der Ghichung 

^ a + A,+A,+A,+i5 = 900«. 
Ist m die Länge der Diagonale 15, so erhält man in aus einer 
beliebigen der vier Formeln: 

m= m = -^^, m = Kcosir+Lsino, m = VK*+L*. 

cos« sin a 

In dem Vierecke 87(55 seyeii y, die zwei an 58 anliegenden 
Winkel, so ist, wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 
a^sinAs — a, 8iQ(A, +A, ) =L', ag — cosA« +a,cos(Aa +A, )=K', 

L' 

und wenn n die L&nge der Diagonale 85: 

n = — = -^^ = K'cosy+L'sinY= VK''+L", 
cosy smy ' ' ' 

Endlich seyen Cy f} die an 5, 8, 1 in dem Dreiecke 815 liegen- 
den Winkel, so werden dieselben bestimmt durch: 

.„g_A/ (p--"0(P-") ,^t_\/ (p^a,)(p-nj 
. '^2- V p(p.a,) ^ 'H- V p(p-m) ' 

Endlich ist nun: 

A, + Ag =t+«J, A,=€ + y-(360»-/?). 
Zur Kontrole hat man dann noch: 

• At+im-....+A« = 6.180*. 

§. 18. Neunte Aufgabe. 

In einem Vielecke sind alle Seiten gegeben, so wie alle Winkel 
bis auf drei; von den drei fehlenden Winkeln folgt jedoch keiner 
unmittelbar auf den andern. 

Diese Aufgabe gehört zur Art der zwei letztem; es gilt von 
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ttirer theoretbehen LOsnng daher aneh dasselbe. F&r dea praiti* 
sehen Fall nrass man sich in derselben Welse zu helfen suchen, wie 
In den vorhergehenden Fällen. 

Da die Auflösung der drei letzten Aufgaben auf die der frühem 
zurückkämmt, so mag die Aufstellang eines Zahlenbeispiels zu den- 
selben füglich unterbleiben. 

Statt dessen wollen wir eine allgemeinere Angabe des Verfah- 
rens in besondern Fällen einschalten. Seyen in dem Polygone 1 2 
.... 10 blos die Winkel bei 1, 5, 8 unbekannt, während alle Seiten 
und die tlbrigen Innern Winkel desselben gegeben sind. Man ziehe 
die Diagonalen 15, 58, 18, so erhält man die Vielecke: 12345, 
5678, 89101 nebst dem Dreiecke 158. Man bezeichne die Länge 
der Diagonalen 15, 58, 18 mit a, b, c, so hat man zur Bestinlmung 
der "Winkel « und ß in dem Vielecke 1 .. 5, y und S in 5. .8, e und ^ 
in 89101, tj, d, X im Dreiecke 158, so wie der Längen von a, b, c, 
wenn man setzt: 

Piff. 19. 




s 



^d^ — a, cos Aj + cos (A^ + -«^s ) — <^08 (A, -f- A, -{~ ) 

sin Aj — a, sin (Aj + ) H" (-^^2 ~l~ -'^a H" '^*) ~ 

a» — ag cos Aß + a^ cos (A^ + A, ) K.', 
sin Aß — a^ sin (\ + ) = L', 

a„ — a, cos A9 + a,, cos (Ag + A, K", 

a, sin ai 0 sin (A, + '^i 0) = : 

L L' L" 
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a + A, + A, + A, -h /9 = 3 . 1 80 \ 

e+A.+A,.+f=2.180», 
K 



a = — = -F- = K c 08 a + L siD « = VK » + L 
cos« Bina 



E 



b= — = -*^ = K'cosy^-L'8iny = VK'*^-L'^ 
COBy siny # i # 

cos e sin € 



^i^=V^-^' P = i(a+b + c). 
Dann ist endlicli: 

Die obigen neun Aufgaben umfassen nun alle möglichen Fälle. 
Man ersieht aus der gegebenen Darstellung, dass nur die drei ersten 
sich vollständig und ohne weitere Kenntniss der Figur lösen lassen. 
Biese Fälle — nicht gegeben : zwei Seiten und ein Winkel , oder 
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel, oder zwei beliebige 
Winkel — wird man daher in der Praxis am häufigsten in Anwen- 
dung zu bringen haben, iind die andern möglichst vermeiden. Die 
drei folgenden Fälle — nicht gegeben: eine Seite ond zwei Winkel, 
die nicht beide an der unbekannten Seite liegen — lassen häufig 
zwei AuHüsmigen zu, so dass man ohne Kenntniss des Polygons in 
Verlegenheit kommen kann, welche dieser Auflösungen zu wählen 
sey. Doch ereignet es sich auch häufig, dass man nur eine Auflösung 
erhält^ so dass also auch diese Fälle in der Praxis nicht geradezu 
zu vermeiden sind. Am meisten Kenntniss der Figur verkingen die 
drei letzten Fälle — unbekannt drd Winkel — . so dass dieselben 
keineswegs tüt die Praxis zu empfehlen wären. Doch muss natür- 
lich der spezielle Fall und Zweck hierin massgebend seyn, und es 
lässt sich theoretiscli eine Vorschrift hierüber nicht wohl geben. 
Uns genügt es hier, sämmtlich e Fälle der Auflösung ebener Poly- 
gone aus einander gesetzt zu haben, so dass die Auflösung eines 
jeden einzelnen Falls keiner theoretischen Schwierigkeit mehr unter- 
liegen kann. 
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Vierter Absctanltti 

Bereohnniig der Flftcke eines Polygonf am seineii Seiten und Winkeln. 

Wie in §.8 wollen wir den Punkt 1 des Polygone zmn Anfangs- 
punkt der Koordinaten, dij» Linie von 1 nach n zur (positiven) Abs- 
xissenaxe wählen, nnd die positive Richtong der Ordinatenaze der- 
gestalt feststellen, dass die nach §. 8 mit A, , A, bezeichneten 

Winkel die innern Winkel des Polygons sind.* Alsdann hat man 
für die Koordinaten der aufeinander folgenden Eckpunkte des Poly- 
gons, wenn man sie, wie früher, mit X| y^, .... bezeichnet: 

X, =a| cosA|, 

1 y, = a, sin A, . 

\ = a, cosAi — a, C08(Aj +A5), 
) yj = a, sin A, — a, sin ( A^ + ), 

j = a^ coJ> At — a, cos (A, -f" A, ) + aj cos (A^ -|- A, -\- A, ), 
( y* = ^1 ^1 — ^2 sin (A, 4- A . ) + a, sin ( A, + Aj + A, ), 
X, = a, cos A| ~ a.^ cos (A; + A , ) -}- a, cos (A, + A|+ A,) 

— a» C08(A4 + A, + AJ, . 
y, = at sin — a, sin ( A| 4- A2 ) + a, sin ( Ai + A, + ) 

— a^ sin (A, +A^ + A, +A.), 



.... 



I Kr = a. COS Ai — a, cos (A» +A% ) ± cos (A, +....'+A,wt ), 

( y, = sin Aj — a^ sin (A^ +A2 ) +....± Sk^^ sin (A^ +....+A^4 ). 

.... 

(x„=a4 cosA^ — a, cos(A, -f-A, )+... + a„_, cos(A, -(-•••+A„_, )=a„, 
jy„=a, sin A, — a^sin (A, ^-A, )+...±a^j sin (A, +...+A„_, )=0. 

Berechnet man die Koordinaten Punkt fiir Punkt, so benützt 
man bequemer folgende Formeln: 
x,=0,y»=0. 
X, r= cosA|, yj = a, sin Aj , 

X, =x, — a, co8(Ai + A,),. y, =y, — a, sin(A, +A,), 



* Der Fall von DorehkrainniiiK der Seiten ist hier MsgescMoeien. 
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x»=x,+a,cos(A,+A,+A,), =y, +a, sinCAj-fAj+Aj), 

x, =X4— a4C08(A4+....+A4X 76 — y» — »4 wn(A»+....+A4), 

(19) 

Xr = ± a,_j C08 (A, + .... + A^i ), 

y, = Yr-i ± a^i sin (A^ -f — • + )• 

Beredinet man dann schKessHch x„, y„ ans den Formeln: 

x„ = x„_, ± a„_, cos (Aj + .... + A„_, ), 

Yn = y«-i ± a^, sin (Aj -J- .... + A„-i ), 

80 muss X. = aat y» = 0 seyn. 

§. 20. 

Vermittelst der bekannten Koordinaten der EclLponkte eines 
Polygons ist es leicht, die Länge einer beliebigen Diagonale des- 
selben zu erhalten. Die Aufgabe ist in diesem Falle die Entfernung 
zweier Punkte, deren Koordinaten man kennt, zu finden. Nun haben 
wir in §.5 gesehen, dass wenn x, , y, und Xj, y, die Koordinaten 
zweier Punkte M und N sind; wenn r die Entfernung beider, und 9» 
der Winkel ist, den MN mit der Abszissenaze macht, man hat : 
rcos^=Z2 — Z|,r8in^ = y, — y«. 

Qnadrirt man diese Gleichongen nnd addirt sie, so^erhlit man: 
r*[co8»y + 8in>] = (x, —x,y+(y, —y,)\ . 
oder da co8*^-|-Bi°'9> = ^' 

r»=(x,-x,)'+(y,-y,)', , =V(x,-x,)'+(y,-y.)'. (20) 
Fasst man diese Formel in Worte, so heisst sie: 
Um die Entfernung zweier Punkte zu finden, deren Koordinaten 
man kennt, subtrahire man die Abszisse des einen Punkts von der 
des andem, eben so die Ordinate des einen von der des andern ; die 
so erhaltenen Zahlen qnadrire man, addire die Quadrate nnd siehe 
ans der Summe die Quadratwurzel. 

Will man aus den Koordinaten der Eckpunkte den Winkel be- , 
rechnen, den eine Diagonale mit einer Seite macht, mit der sie 
sammenstösst, so kann man die Aufgabe in ähnlicher W^eise behan- 
dehi. Sie wird im Allgemeinen so gefasst werden können: 

Von einem Punkte M, dessen Koordinaten man kennt, sind nach 
den Punkten N und P, deren Koordinaten man gleichfalls kennt, 
gerade Linien gezogen. Es soll der Winkel beider Geraden bestimmt 
werden. 
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Es seyen x«, die Koordinaten Ton M; Zs> y, die von z., 

y, von P; MS die mit der Axe der z dnreh M paralle! gezogene 
Gerade; der nach §. 5 gerechnete Winkel von MN mit dieser 
Geraden, y , eben so der Winkel von MP mit MS (wobei der Pfeil 
die Drehungsrichtung, von der positiven Abszissenaxe gegen die 
positive Ordinatenaze andeuten möge). 
Ist nun a der gesuchte Winkel, so ist 

wobei also voransgesetzt wird, dass MN diejenige der zwei Linien 
ist, auf die man bei der Bewegung von MS ab zuerst trifft und a in 
dem oben angegebenen Drehungssinne zu reebnen ist. Darausfolgt: 

sin a = sin (y, — ) = sin cos — cos (p., sin , 
cos a = cos ((f^ — <fi)~ cos (p^ cos y ^ -j- sin sin . 
Sey nun r, die Länge der Linie MK, r, die von MP, so ist 
nach §.5: r, cosy^ =z, — z^, sinyj =y, — y,, 



cos g)j = z, — X 



1, r. smy, =y3 — y^ 



Aus obigen Gleichungen folgt aber: 
r| r, sina = r, siny, .r« cos^i — r, cos^, .ri sin^i, 
r^ r, oosa = r, cosg», . r( cos ^, -|- r, sin g>2 . sin , 

d. b. tj sin « = (y, — y, ) (xj — X, ) — (x , — x, ) (y, — y» )» L« i \ 
r, r, cos« = (x, — x. ) (x, — x, ) + (y, — y, ) (v^ — y, ), j ^ 

aus welchen Formeln a ohne Zweideutigkeit ^j^etunden wird. Die 

erste derselben gibt, wenn man die Multiplikation wirklich vollziolit: 
h sin a = Xj y, + x, y, -f x, y, — ( y, x. + y, x, + y, x, ). (22) 
Beachtet man die Gleichung (20), so können die Formeln (21) 

auch geschrieben Verden: 
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^_ (y»— yt)^>^: ~xj~-(x3 —X, (y, — y,) 

V(x,-x,)»+(y,-y.)^V(x,-x,)« + (y3-yJ»* (21') 

^^gj^— - -^1 ) (^2 — -^1 ) + (y. — yt ) (y^ - Vx ) 

V(x, -x,y + (y, ^y, . V(x. - X. (y. ~yj' 

Es versteht sich ganz von selbst, dass die spezielle Aufgabe: 
die Länge einer Diagonale, so wie die Winkel, welche sie mit den 
Polygonseiten macht, die mit ihr zusammenhängen, auch dadurch 
gelöst werden kann, dass man z. B. in der Figur 15 das Viel- 
eck 1234 nach §.11 aofldst, wodurch 14 nnd die daran liegenden 
Winkel erhalten werden. Wir haben jedoch gerne die ällgemeuiere 
Form gewählt, da wir die dadurch erhaltenen Resnltate, namentlich 
(22) sogleich benützen werden, indem wir uns nun zu der cigent» 
liehen Aufgabe dieses Abschnitts wenden. 

.§.21. 

Man kennt die Koordinaten der drei Erkpiinkte eines Dreiecks 
und soll daraus die Fläche desselben berechnen. 

• Fig. IL 




Seyen M, N, P die drei Eckpunkte, deren Koordinaten bezQg- 
lieh Z| und yi, z, und y,, und y, sind. Durch M ziehe man MS 
parallel mit der positiven Aze der x und es gebe der Pfeil die uns 
bekannte Drehungsrichtnng an. Sey ferner m der in M liegende 
Winkel des Dreiecks. Die Punkte M, N, P sind in derselben Lage, 
wie die Punkte M, N, P des §. 20. Der dortige Winkel a ist jedoch 
nicht in allen Fällen unser Winkel m. Ist wieder g)^ der Winkel 

Oi«iit*r, «bMa FolTffoaooMtci«. 4 
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von MN mit M8, der von MP mit MS, gerechnet wie §. 5 es 
yorschreibt» so hat man : 

im ersten Falle: — fp^^m, 
^ zweiten' „ — ^ = m, 
n dritten ^ SGO*-'^! ==ni, 
„ vierten „ 360* — 
AIbo im ersten ond dritten Falle: * 

sin m = sin (y 2 — y ^ ) ; 
im zweiten und vierten Falle: 

sin m = sin (yj — ^2 )• 

Da aber 

»in (y, — y J = — sin (y, — ), 
so hat man allgemein 

ein m = + sin (y, y 1 ) = ± »in «, 
wo a=y, — y^, wie in §. 20. Baa obere Zeichen gilt dabei för 
die FäUe I, HI; das untere Ar H, IV. 

Diese zweierlei F&Ue lassen sich aber leicht scheiden« Wir be- 
trachten nämlich M als ersten, N als zweiten, P als dritten Eck- 
punkt des Dreiecks; würden wir sie also mit 1, 2, 'A bezeichnen und 
den Uinfan^^ des Dreiecks nach der Ordnung der Ziffern (von M 
durch IS und dann P zurück nach M) durchlaufen, so würden wir in 
den Fällen I und IQ die durch den Pfeil angedeutete Drehungsrich- 
tnng eingeschlagen haben; in den Fällen II und IV dagegen die ent- 
gegengesetzte. Sagen wir non, ein Dreieck, dessen Eckpunkte 1, 2, 
3 seyen, sey rechtlftnfig geordnet, wenn die Bezeichnung so ge- 
wählt ist, dass, wemi man den üm&ng nach der Ordnung der Ziffern 
durchläuft, man sich nach derselben Weise gedreht hat, wie wenn 
man von der (positiven) Abszissenaxe gegen die (positive) Ordi- 
natenaxe sich bewegt; es sey verkehrtläufig geordnet, wenn das 
Gegentheil stattfindet; ist ferner m der Winkel des Dreiecks im 
Punkte 1, sind und yj, x, und y,, x, und y, die Koordinaten der 
Punkte 1, 2, 3, so hat man: 

sinm=isina, 

wenn sina durch die Formel (22) gegeben ist, und das obrn Zei^ 
chen gilt» wenn das Dreieck rechUäofig, das untere, wenn es ver- 
kehrtlänfig geordnet ist. Führt man den Werth von sin« eui; heisst 
also r^, r, die Längen der Seiten 12, 13 (d.h. MN, MP), so ist 
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r, r. sin in oder MN . MP . »in m = + -|- y, -j- Xj, — (y^ 
+ y2X,+y, X,]. 

Nun ist ab^r bekanntlich ^MIs ;MP.8inm die Fläche des Drei- 
ecks; somit hat man för dieselbe: « . 

llfcyi+Xjya+Xjy. —CytXj+yjX^+y^x,)], (23) 
wo das obere Zeichen gilt, wenn das Dreiedi reclitläafig geordnet 
ist, das untere im entgegengesetzten Falle. 

Es folgt hieraus auch, dass die Grösse 

-^'i y - H-Xj Xs Yt — (yt X, 4-yi X, -|- y, x, ) ' 

positiv ist, Avenn das Dreieck rechtläufig, negativ, wenn es verkehrt- 
läufig geordnet ist. 

Durch (23) ist nun die gestellte Aufgabe gelöst, und wir wen- 
den uns zu der allgemehsem. 

§.22. 

Man kennt di^ Koordipaten s&nmtlicher Eckpunkte emes Poly- 
gons; es soll aus denselben die Fläche des Polygons gefunden werden. 

Wir bezeichnen die Eckpunkte des Vielecks nach einander 
mit 1, 2...., n und sagen, das Vieleck sey rechtläufig geord- 
net, wenn, indem man seinen Umfang nach der Ordnung der Ziffern 
durchläuft, die Drehungsbewegung dieselbe ist, w ie die von der po- 
sitiven Axe der x gegen die der y, verkehrt lauf ig im entgegen- 
gesetzten Falle. ' 

Sollen nun, wie in §.8, A^, A, A. die Innern Winkel 
desPolygons seyn, so muss seine Anordnung dieverkehrt- 
Iftufige seyn*, die wir denn auch nun immer beibehalten 
wollen. 

Unter dieser Voraussetzung wird nun die Fläche des Vielecks 
gleich seyn der Hälfte der Grösse: 

yi X, +y, X3 +y3 x,-}-.... + y„_, x„ + y„x, — (x^ y2+x,y,-i- 
x3y4+.- + x„-iy„+x.y4), (24) 
welche Grösse in allen Fällen positiv ausfallen wird, und worin x^ 
und y^, und y^ x. und y. die Koordinaten der Eckpunkte 
1,2....,!' (nat&rlich mit ihren gehörigen Yorzeicben) sind. 

Um diesen ^anptsatx xa beweisen, wollen wir einige spesielle 
Fülle betrachten, aus denen die allgemeine Gültigkeit obiger Vor- 
schrift sehr Imclit henrorgehen wird. Betrachten wir dip TIeieck 

4» 
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12. ...7 (bei welehem der PfeU 
die rechtiäuflge Drehmg angibt). 
Ziehen wir nun von dem Pnnkte 1 

ans die Diagonalen 13, 14, 15, 16, 

so zerlegen wir das Vieleck in die 
Dreiecke 123, 134, 145, 156, 167, 
die sämmtlich verkehrtläufig geord- 
net sind. Für jedes derselben gilt 
also in (23) das untere Zeichen, 

oder die Formel : » 

iCyi +71 +y. »4 — (Xj y, +X, y, +X, y, )]. 
Man erhält ao: 

2. Dreieck 123 s=y/x, x, -{-y, x, — (x^ y, +x, y, +x, y,), 
2 . Dreieck 134 = -f y, + x, — (x, y, + x, y^ + x» y^ ), 
2 . Dreieck 145 = y, x^ + y* Xj -f y^ x, — (x^ y^ + x^ y» + x,, y, ), 
2 . Dreieck 156 = y^ x^ f yj x« -|- y« x^ — (x^ y^ + Xj y» -f x« y» ), 
2 .Dreieck 167 r= y, -j-ye x, + x^ — (x, ye +x« y, +x, yj. 
Addirt man alle diese Gleichungen, so gibt die Somme der ersten 

Seiten = 2. Vieleck 12 7, die Summe der zweiten Seiten, wenn 

man die aich aufhebenden Glieder gleich wegiäaat» ist: 

Ti ac, +y, X, +y, +y» ^+7*^+7% +yT — (x* y, + 
X, y. +X, y» +x» y, +x. ye yt yt). 

so daaa also diese Grösse gleich der doppelten Fläche des Tielecka 
ist, wie (24) aoasagt. 

Wir haben in obiger Figur lauter Dreiecke erhalten, in denen 
die Anordnung die verkehrtläufige war. Für den Fall, dass diess 
nicht so ist, verfahrt man in folgender Weise: 

Man ziehe abermals die Diagonalen 13, 
14, 15, 16; alsdann werden die Dreiecke 
423, 134, 156, 167 verkehrtläufig, da- 
gegen das Dreieck 145 reehtläofig geord- 
net aeyn. Der Ausdruck yt ^y« ~h 

y.xi — (xiy4+xtys+xsyi) föut jetzt 

negativ ans, nnd er ist also = — 2 . Drei- 
eck 145. Addirt man aber die vier Dreiecke 
123, 134, 156, 167, so erhält man die 
Fläche des Vielecks -|- Dreieck 145. Denn 
das Stück la4 ist doppelt gerechnet, in 



Hallt. 
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134 und 156, und das Stück 4 a 5, das im Dreieck 156 mitgerechnet 
wurde, gehört gar nicht in das Vieleck. Man hat also : 

Vieleck 1 2 .... 7 = Dreieck 123 + 134 - 146 + 166 + 167. • 

Nan ist aber: 

S . Dreieck 123 = x,+yj x,+y, — (x, y, +x, y, +i, yj)i 
2.Dreieckl34=y, x,H-y, x^+y^x» — (x^ y, +x, y»+X4y,), 

—2 . Dreieck 146 = y, + + — (x, + y, + x, y, ), 
2 . Dreieck 166 = y, X5+ y, x^ + Je — (»i + y« j- y, ), 
2 . Dreieck 1 67 = y, Xg + Ye + Yt — (x, y« + Yt + ^ Yi )» 

woraus durch Addition derselbe Ausdruck, wie oben, erhalten wird. 
Will man sich nunmehr auch allgemein überzeugten, dass die zu 

Anfang dieses Paragraphen angegebene Begel richtig ist, welches 

auch immer die Gestalt des Polygons seyn möge (wenn nur keine 

sich dorchkreozenden Seiten vorkommen), so wird diess vielleicht 

am besten in folgender .Weise geschehen. 
Denken wir lins ebe 

Gerade so beweglich, dass 

ihr einer Endpunkt fest im 

Punkte 1 bleibt, während 

ihr anderer Endpunkt den 

Umfang des Vielecks 1 2 .. n 

nach der Ordnung der Zü- 

fern durchläuft, wobei na- 
türlich die Gerade sich 

verlängert nnd verkürzt, 

so wird diese Gerade eme 

verkehrtlänfige Drehung 

haben, sobald sie ttber em 

verkehrtläufig geordnetes 

Dreieck sich hinbewegt, 

also für 2 nach 3, 4 nach 

5, 6 nach 7, 8, 9, 10, 11; dagegen eine rcchtläufige, wenn sie über 

ein rechtläufig geordnetes Dreieck weggeht, also für 3 nach 4, 5 

nach 6, 1 1 nach 1 2. Ueberwiegen wird jedoch die verkehrtläufige 

Drehung, da das Vieleck ttberhaupt verkehrtl&nfig geordnet ist. 
Während der Bewegung .des Endpunktes auf einer Seite des 

Polygons wird immer die Gerade die Fläche eines Dreiecks be- 
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sclureiben; so wena der £ndpoiikt von 2 nach 3 geht, beschreibt die 
Gerade das Breieck 123; wenn er von 3 nach 4 geht» das Dreieck 
134 u. 8. w» Nimmt man non die Flftchen der bei rechtlänfiger 
Drehung beschriebenen Dreiecke negativ, die der andern positiv, 
und ad^rt sämmtliche Werthe, so erhillt man die Fläche des Yiet- 
ecks. Jede rechtläufige Drehung wird nämlich, bei dem Vorherr- 
schen der vcrkehrtläufigen, durch eine folgende verkehrtläutige auf- 
gehoben; bei jeder rechtläutigen Dreliung werden Flächenstücke 
beschrieben, die entweder gar nicht in das Vieleck gehören, oder 
bereits beschrieben sind; da diese Flächen aiie nochmals (bei der 
rfickkehrenden Bewegung) beschrieben werden» io werden sie bei 
der Summirung, wenn man die erstem negativ, die letztem positiv 
nimmt, wirklich ansfidlen,' was eben seyn soU. So wird in unserer 
Figur das Dreieck 134 ein Stttck des Polygons enthalten, das schon 
in 123 gerechnet ist, und ein Stück, das gar nicht zum Polygon ge- 
hört; eben so enthält 156 Stücke, die schon in 123 und 145 ge- 
rechnet sind, neben Stücken, die nicht zum Polygon gehören; 11211 
gehr»rt gar nicht zum Polygon. Bei der Beschreibung des Dreiecks 
145 mrd abermals ein Iheil des überflüssigen 134 beschrieben, der 
übrige Theil bei der Beschreibung des Dreiecks 167. Das Dreieck 
145 wird allerdings dreimal beschrieben, in 145, 156, 167, allein 
die zwei ersten heben sich auf. 

Mail wird sich in dieser Art überzeugen können, dass (Ar. un- 
sere Figur): 

Vieleck 1 2 .... 12 = + Dreieckl 23 — 1 34 +1 45 — 1 56 + 1 67 + 

178+189+191Ü-I-1 1011 — 1 U 12. 
JSchrcilit man nun die Flächen dieser Dreiecke, wie oben ge- 
schelien, an, und summirt, so erhält man die in der Eingangs auf- 
geführten \'orschrift enthaltene Formel, so dass dieselbe also ganz 
allgemiein gilt. 

Aus den bekannten Seiten und Winkeln eines Vielecks kann 
man die Koordinaten der Eckpunkte berechnen (§. 19); dadurch 
erhält man nunmehr auch die Fläche des Polygons. Für den Fall 
des §. 1» ist übrigens (da x, = y, = y„ = 0) die Fläche des Viel- 
ecks gleich der Hälfte von : ' 

Xi X3 + X» 4- y* H- -r y«-i - (x, + y* +xj y, +.... 
+ x^ y,_i ). ( 25 j 
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Man übersieht leicht, dass wenn aus Versehen das Vieleck 
rechtläufig geordnet wäre, die Grösse (24) negativ ausfallen würde; 
immerhin aber würde die Hälfte derselben, positiv genommen, die 
Fläche des Vielecks ansdrücken.. 

» 

§.23. 

Wir haben fai §. 22 dargethan, wie man aus den bekannten Ko- 
ordinaten der Eckpunkt« eines Vielecks den FlächeninhaK desselben 

ermitteln kann. Wir könnten damit die Sache als erledigt ansehen, 
da die Formeln (18) oder (19) des §.19 diese Koordinaten geben. 
Es mag aber zuweilen von Interesse seyn, aus den Seiten und Win- 
keln selbst, ohne Zuziehung der Kjoordinaten der Eckpunkte, die 
Fläche des Vielecks finden zu können. Man wird diess ganz un- 
mittelbar erhalten, wenn man in (25) die Werthe der Koordinaten 
ans (18) einführt Man erhält dadurch: 

aj sinA, [a, cosA^ — a^ cos(At ^-A^)] -j- [a, sin A^ — a^ sin(A, 
+A,)] [ai cosA, — a.^ cos(At -j-A,.) + a, cos(Ai + A, H-A,)] 
-(-....+ [a, sinAt — sin ( A^ -j-A, ) +..±a„_2 sin(Ai 4-..+A„_2 )] 
[aiCosAi' — cos(Aj-|-A2 ) + .... + ^n-i cos (Ai +....+ A«^)] 

— |a( cos [a, sin Aj — sin (A, )] -f- fa^ cos Aj — a, cos (Aj 
+A,)] [sj sinAj — a, sin(A4 +A,)+a, sin(A4 +A, +4»)] 
-|-...,-f-[ai cosA( — a,cos(Ai-f-A,)+..±aM«,cos(Aj +"+^-»)] 
fa, sinAf — a^ 8in(Aj + a»., sin(A|+....+'^-t)]l» * 

wenn man das (allerdings ausfallende) Glied x..^ y^, das = 0 ist, 
beibehält. 

Die Ansicht dieses Ausdrucks ergibt nun sogleich, dass, wenn 
man den ersten Theil desselben durch Multiplikation ausgerechnet, 
der zweite sofort erhalten würde, wenn man in ersterem überall 
statt sin und cos setzt cos und sin. Da schliesslich beide Theile 
von einander abgezogen werden, so werden also alle diejenigen 
Glieder, wie a^^sinAi cosA,, a2*sin(At +A->) cos (A^ -f--^.») 
ausfallen, die sin und cos desselben Winkels enthalten. Lässt man 
diese Glieder sogleich weg, so erhält man für den ersten Theil, 

wenn man die von der Multiplikation mit den ersten, zweiten, 

Theilen der ersten Faktoren herrührenden Glieder zusammenzieht 
(wobei man also alle diejenigen Glieder zusammenfasst, welche mit 



Digitized by Google 



56 YicftwAUduiiU. 

El sin A| , mit a, 8Üi(At -j-A,}« .... multiplizirt sindy und dabei be- 
achtet, dass im Ganzen nnr n — 2 Produkte vorkommen) : 

atSmA«[-<-(n--2)a,cos(At+Ax)+(n— 3)asC0B(Ai+A,-f*4i) 
— (n— 4)at co8(Ai +„»+A^)+^.,T cot (A^ )] 
— a, sin (Aj +Aj ) [(n — 3 ) a, cos +(n — 3) a, C08(At -f-A, +A, ) 

— (n — 4) cos {A^ +....-}-A J +.... + a„_| cos(Ai +....+A,_i )] 
+ a, sin(Aj4~A2+A, )| (n — 4)a, cosA, — (n — 4)a,cos(A,+A,) 

— (n — 4) a4Cos (A, 4~-H~A4) -|-(u — 5) a, co6(A^ -^..-j-Aj) — .... 
T a,_i cos(A, + .... + A„_,)l 

— a4 sin(A, -|-....-|-Aj)[(n — b)a.^ cosAi — (ii — 5)aj co8(Aj-(-^V^) 
+ (n — ö) a, cos (A , + A, +A, ) + (n — 5) a» cos (A^ +....-f-A5 ) 
— (n— 6)a, c08(Aj +....+A,)+....q: a«-» cos(A|H-....+A,^)J 

• • • • 

±. a»_, sin (Aj + .... + A„_ j ) [ cos A| — a, cos (A, -f" A^ ) + 

Ta„-3 co8(A4 + .... + A._3) T cos (A4 + ....+ A,-t)J. 
Scheidet man jetst noch in Bezug anf den Faktor a^, dann das 

Bleibende in Bezng anf a, n. b. so erhält man: 

a^ [ — (n — 2)a, sin At cos(At +A^)' — (n — 3)a2 cos A^ sin (A| -j-A, ) 
+(n — 3)as sinA^ cos(At4-Aj +^V,)+(n — 4)a3 cosA^ sin(A| 
-f- A.^ + A3 ) — (n — 4) a^ sin Ai cos(A, -(-..^Aj ) — (n — 5) cosA^ 

sin(i\^4"A2+^^3+-^4)4~'— i 2a„_2 sinAiCos(At+-— +A„_,) 
±a„_2CüsAisin (A, +..+A„_2) + a„_, sin A^ cüs(A, +..-|-A„ .1 )] 
+ ^2 [ — (n — Ii) a, sin (A^ + Aj) cos (A, + A , -f- A^ ) — (n — 4) a, 
cos (Ai +Aj) sin (A, +A2 +A3) + (n 4) a» sin(A, +Aj) 
C08(Ai+..4-A4) + (n — 5)a4Cos(A, +A2)sin(At4-..+A4) — .. . 
Hr2a„_2 sin(Ai H-AjjcosfA, +«..+A,_2)4^a„_2 cos(A, +Ai) 
sin(At +....+A^-»)±a,.4 sin(A, +Aa)cos(A, +. ..+A,_t)] 
4)»*«w(A4 4^A,+^)cos(A|+..-hA4) (n---6)a4 
cos(A,+....+A,)sin(Ai+....-J-A4) + .,..+2a,«j 8in(A|+-^ 
+ A3 ) C08(A, +..+ A„_2 ) ± a«_2 cos (A, + Aj + A, ) sin (A^ +.. 
+ -^-2 ) + sin (Ai + A, + A, ) cos (A» + .... + A„_, )J 

• • • ■ 

— a,».^ «a^ 8in(A| H-.«.+A»^)cos(A4 + ....+A^). 

Schreibt man nnn denselben Ausdrack nochmals, vertauscht 
aber bloss die Zeichen sin und cos, so hat man den zweiten Theil 
• obiger Formel. Diesen zweiten Theil hat man zu siibtrahiren von 
dem so eben erhaltenen ersten. Man subtrahire Glied für Glied und 
beachte, dass allgemein: 
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cos M sin N — sin M cos N = — sin (M — N), . 
sinM cos N — cosMftinN =: +Bi]i(M — N); 
ao erhält man als Reanltat: 

a, [(n — 2)%8ÜiA, — (n — 3)a, ainA, — (n— 3)a, 8m(A,4-A,) 
+ (n 4) a, sin (A, + A,) + (n - 4) a, ain (A, + A, + AJ 

— (n — 5 ) aj sin (A, +A3 -\-A^ ) — .... -|- 2 a,,, sinCA^ +. ...+A^, ) 
+ a„_. sin (A , + + ^n-^ ) i a„_, sin (A, + + ^^.—1 )1 
-j-aj L(n — 3)a, sinA, — (n — 4)a, sin A, — (n — 4)aj sin(A3-(-A4) 
+ (n - 5) a, sin (A, + A J + .... ± 2 

*n— j sin (A3 -f- .... -j- A,^) 
1^ a„_, sin (A, + .... + A^, ) 4= a^i sin (A, + .... + A„_, )] 
-j- [(n — 4)a4 8iDAj — (n — 5)aj sinA^ — ....^2an_2 sin ( A4 4""" 
+'^)±^i «i»(A4+....+A^)±a,_i 8m(A4+....-|-A,_,)] 

• • • • 

In den eckigen Klammern lasaen sich immer zwei anf einander 
folgende Glieder zusammenziehen; thnt man diess, so ergibt aich 
endlich: 

a| l^aj sin Aj — a, sin (A.^ -j- A, ) -f- sin ( A.^ -j- A, -|~ A4 j — 

+ a„_i sin (A, + A, -j- .... + A„_i |] 
-f-aj [a, sinA, — a^ sin (A, 4-AJ +....4:3^1 8in(A3+"+A„-t)] 
+ a, [a^sinA^ — a,8in(A4+A,)H- ...±a._i 8in(A4H-..+A|^)J , 

(26) 

+ aiH-t [a.-« sin A««, — a„_j 8in(Ai-, +A^)J 
+ Eb-i . a^i sin Aa»^ , 

welcher Ansdruck das Doppelte der Fläche des VieleckB darstellt 

Man erhält ans (26) folgende spezielle Formeln: 
Doppelte Fläche eines Vierecks = 

aj I aj sin A, — a, sin ( Aj -j~ Ai )1 "h *^ j sin A, . 

Doppelte Fläche eines Fünfecks 
[a.^ sin A^ — a, sin (A^ + A3 ) + a^ sin (A, + A3 -j- A4 j | 
+ aj [a^ sin A, — sin (A, + A4)J + . a4 sin A4. 
Doppelte Fläche eines Sechsecks = 
a, [a^ sinAj — aj sin(A,+A|)+a4sin(Aj +A, H-A^) — a5sin(A, -(-.. 

[a,8inA, — aft8in(A,+A4)+a,8in(A,+A4+A,)] 
+a^ [a4 8inA4 — a^ sinCA« + A^)]+»t • »§ sin A,. 
Doppelte Fläche eines Siehenecka = 
a, [a, sinAj ~- sin(A, +A3 ) + sin(A, + A, -\-A^) — a5siD(A2 
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+ A5)4-ae sin {A^ -}-....+ A,)J + a, | sin — sin (A3 + A J 
+ 85 sin (A3 +.... + Ag ) — sin (Aj +....+ A^ ) | + [a^ siu 
— 8Ü1 (Aj + Ag) + a, »in (A^ + A. + A,)J + sin A» 
— a,Bm(A5+A,)J4-ae «aeSUiAc. q.8.w. 
Damit ist die Anlj^abe des vorliegenden Abscluiitta volkt&ndig 
gelöst. - , 

* Es mag hier gestattet seyn, eine Anwendung dieser Sfttze auf eioe stereo- 
metrische Aufgabe zu machen, wenn gleich dieselbe allerdiogs dem eigentUeiieii 
Gegenstande, der uns hier beschäftigt, fremd ist. 

Man versteht unter Obelisk einen Körper, dessen obere und untere Grnnd- 
flftche parallel zu einander sind, während die Seitenflächen im Allgemeinen Parallel- 
tiapeie lind. Die Kanten der beiden Grundfl&chen laufen also parallel, d. h. die 
Winkel beider aind i^eidh. Die Yleleek» aelbit weiden flbrigme wedw Itongruenl, 
noch ihnlidi Tonosgesetat» obg^eieh ile eines oder dto andere «eyn kVnnen. 

Vir wollen nun den KnUkinhali einet aoldien KArpeis sn beiedmen endien, 
(wobei .wir einen fünfNUgen Obeliaken TovaaeielMii» mn die Bedwanng niclit tu 
weitUnflg an machen). Seyen a^, — , die Seiten; Af, ...^ A^ die Winkel der 
untern; b^, b^ die korrespondirenden Seiten der obem Grundfläche. Durch 
Ebenen, die in gleichem Abstände von einander sind, theile man die Entfernung h 
beider Grundflächen in n gleiche Theile, wobei wir n als unendlich gross voraus- 
setzen. BekanntUch kann man dann das Körperstückchen zwischen zwei .solchen 
Ebenen als prismatisch ansehen. Ein jeder Schnitt hat die "Winkel A^, , A^; 

was die Seiton anbelangt, so wird für den Schnitt, dessen Entfernung von der un- 

r r r 

tem FUche =— h ist, man leicht finden: a^ (a^ — b^), a^ — " (a^ — b,), ...» 

n ' n n 

t 

85 (a^ — b,). Die Flldie dieses Schnitts ist sondt: " 

n 

i [% ~ bj] [a, _ b»)] sin A. - i [t. -^Je» - W)] [a, - • 

l<a,-b,)Jdn(A,+A3)44£a4-~(a»-bjJj^a.-^(a4-b4>Jsiu(A,-^ 

-|-i[a,-^(a.-b,)] [a,-^(a3-b,)]8inA,-i[a,— ^(«»-b,)] [a,~ 

^(e, - b»)] lin (A, -H A») 4- i -^(a, - b^) j [a. -;^<a, - b*)] sin A.. 

Multiplizirt mau diese Orösse mit -, so erhttlt man den Körperinhalt des 

n 

Elementarstückchens. Setzt mau dann r ^ 0, 1, , n — 1, und summirt, so 

erhftit man den Inhalt des ganzen Körpers. Wir wollen zunächst nur ein Glied 

betrachten« x.B. das erste, und den Faktor zuent weglassen; alsdann ist 

dasselbe: 

f «t a, — ^ (2ai a, bt — a»bi> +^,(a» — b») (a, — h«) J ^ 

Üa aber ' 
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Man wird beachten, dass die allgemeine Formel (26) die Grössen 
a., A«» A,; oicbt enthält, dass also bei der Aufgabe des §> 11 aus 
den ^gegebenen Stftcken die FlAche des YieieckB sofoit gefonden 
werden kann. Es ist nkht schwer za übersehen, dass man ans (26) 
Formeln bilden konnte, welche den in §.10 eder 12 gegebenen 
Grossen entsprechen; doch Vollen wir darauf nicht weiter eingehen, 
da man die fehlenden Stücke in der Reg«! doch zuerst berechnen 
wird, um sodann erst den Inhalt zu finden. 



(»12 n-1 ^_l)n_n-l 0» 1» 2» . (P-D* 

n 7 n ~ = 2n " "T"* »»"^ 

_(n- l)D(2n-l) _, (n~l>(an~l) , f 1^ 
6^^ -* n =ö(n-l;J^2--J, 

so erhält man bei der Summation: 

- ^ (2 »t»» - «t W - HK) -i- i(n~l>(2-i) (a^-b,) (a.-b,)J ^ 

= h[a. a,-i([l~l)(2a, a, _ a, b, - a, b,) + i(^l -1) ^2 - 

(»i-bt)(«i-b,)]. 

L&sst man hier n = OC, also — = 0 werden, so ist diess gleich 

b[a,a,-a»a,H-!b>iJiiiL^-J(a,-b.)(a.-b,)^ ||^a,b, + a.b,^- 
2^ a. 4" 2b, b.] = | [a. a.4-i»* C-^}C-4^)| 
Dmn Mgt, daw dar Inkitt dM !•■«•■ Ükpwi gleich 

«iL 2 +1— •— J«>»A.-L 2 +'-«-• ~2~J 

+ [iiilM. +i!!!±b .!s±!!.] 2, A. - [!i!s±*!l. + i*-i±b .!^«] 

(A. + A.) + [ '■'' + ■"■'' +j '-l±j!t . ^±'] .i-A.} 

itt. Bezeichnet nun P den Inhalt der untern Fläche, Q der oberu, M die Fläche 
des Schnitts, der in der Mitte zwischen beiden durch den Obelisken (geführt wird, 

. a, +b- a, 4-b, a. -{-b. , , , . » 

dessen beiten also -^—r — , — - — , . . . « -^—^ — und dessen Winkel A|, . . . i « 

sind, M ist diese Grilsse gleich 

welebe Fonnel den KobiUnhalt des ObaUakeii aaglbl. Sie gUfe, wia man leieht 
sleht^ allgameiii, welches aii«h die Gestalt dcf beiden QnuidiliehMi aey. Man leitet 
dacana leicbt die bekannte Ponnal fttr die aligektlnte Pyianide n. s. w. ab, weittber 
wir uns hier natOriidi nidit sa TeiMtMi haben. 
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FttnOer Absclinttt. 

Bpeiielle polygouoiBetriielieiAiiQfabeii undpMttiicheAiiweBtiiiigen 

der entwickelten Lehrsätie. 

§. 24. 

Die Punkte A und B sind in be> 
trächtlicher Entferniuig und so gelegen, 
dasi^ kein Punkt ausserhalb der Ge« 
reden AB vorhanden ist, von dem aus 
nach A nnd B ingleich gesehen wer- 
den kann (wenn i. B. zwischen A nnd d 
B ein betrSchtlicher Wald läge); wohl 
aber sind Punkte D, E, F vorhanden 
der Art, dass von D nacli A und E, B 
von E nach D und F, von F nach E und B «.'eschen und gemessen 
werden kann. £s soll die Länge der Linie ^VB ermittelt werden 
(selbst wenn man nicht von A nach B sehen kann). 

Man messe die Geraden AD, D£, £F, FB, so wie die Winkel 
in B, E, F; so kann nach §.11 die fehlende Seite AB erhalten 
werden, nebst den beiden Winkeln A und B, wenn man diese wis- 
sen will. 

Wir bemerken hier zu §. 1 1, dass wenn man die Seite a, direkt 

erhalten wollte, ohne zuerst die Winkel A, und A„ zu berechnen, 

diess sehr leicht geschehen kann. Qiiadrirt man nämlich die beiden 

Seiten der zwei Grundgleichungen (I) und addirt dann, so erhält man: 

a,'=aj ^ + a,' + + aB_j * + 2 j — a, cos A, +aj a, cos(A2 

+Ag) — . . ..±aj a.^t cos (A, + .... + A„_,) 

— a, a, cosA, cos (A, + ....+ A„.i) 

(27) 

— a,^ a,.^ cos A._t t » 
woraus a^i sofort erhalten wird. F&r nnsem speiiellen Fall wäre: 
AB« = AD«+DE»+EF»+ FB*+2[— AD.DE.cosD+AD. 
EF cos(D + £) — AD . FB cos(D-t-E+F) — DE . EF cosE -f DE . 
FB cos (E + F) — EF . FB cos F] . 
Diese Formel ist übrigens bereits in §. II , wenn auch in ge- 
drängterer Form, gegeben (Gleichung (15')). 
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§. 26. 

Ein Vieleck ist Tollständig gegeben; man soll dnrcb einen Eck- 
punkt desselben eine Gterade ziehen, welche von dem Vieleck ein 

Stück abschneide, dessen Flächeninhalt = F (also zum Voraus ge- 
geben) sey. 

Sey I der betreffende Eckpunkt Rf.w. 
des Vielecks 12 .... n (tUr unsere 
Figur ist n = 7). Man ziehe die 
Linien 13, 14^ 15, .... und ermittle 
nach §. 23 die FlAcheninhalte der 
Vielecke 123, 1234, 12345, i 
man wird dann anf zwei treffmi, von 
denen das eine kleiner als F, das 
andere grösser; die gesuchte Linie 

liegt dann zwischen den zwei zn f 6 

diesen Vielecken gehörenden durch 1 gezogenen Linien. Sey 123 
....r <F, 1_23 .... (r-f- 1) > F, so liegt die gesuchte Linie zwischen 
1 r und 1 r-^ 1, trifft also die Seite a» (in unserer Figur a«) im 
Punkte M. . , 

In dem Videck 12.... M kennt man nun den Inhalt (=F)^ alle 
Seiten bis anf 1 M nnd r M, und alle Winkel Ms «Df die zwei an 1 M 
liegenden. Ans den bekannten Stflcken lassen sieh aber die unbe- 
kannten leicht finden. 

Das Vieleck 12.... M ist ein Vieleck von (r-(-l) Seiten, von 
denen a^, a^, a^ bekannt sind; die letzten rM, Ml sind un- 
bekannt. Dann kommen die Winkel A,, A, darin vor. Die 
doppelte Fläche dieses Vielecks ist also nach Formel (26) in §.23, 
wenn man dort n = r-|- 1 setzt und für a» den Werth x der unbe- 
kannten Seite rM einschreibt: 

ai [a, sinA, — a, sin(A4H-A,)H-....H-a,^ sin(A,-|-....+A,^) 
±xsin(A, -|-.....+Ar)] 

-f-aj [a, sin A3 — a^ sin(A3-|-A4)4~""db^^*-i sin(A,-)-....+A^) 
^IxsinC^Va + ....+ A,)] 
.... 

+ a^2 [a^ sin A^^ — x sin (A^ + A,)] . . 

+ a^ .xsinA,. 

Da diese Grösse = 2 F ist, so ergibt sich hieraus unzweideutig!. 
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Wollte man aöch 1 M und die Winkel an dieser Linie kennen, so 
wfirde man nunmehr die Aufgabe des §.11 zu lösen haben. För 
den praJctiachen Zweck genflgt natürlich die Kenntniss von da 
man dann H weiaa, also 1 M ziehen kann. 

Wir wollen hier eiil Zahlenbeispiel zufügen. 

Von einem Vieleck, In dem 
Aj =107 "38' 30", A3 =116« 10' 22", A, =246*30' 0", = 
103M0'40", Ae = 139*» 40' 19", At=89°2'37"; a, = 857, 
a, = 1098, a, = 780, a^ = 925, a« = 943, a« = 927, a^ = 835 
soll ein Stück abgeschnitten werden, das = 1612800 ist. (^«atür- 
lieh ist diess in Quadratniass gegeben und zwar in demselben, in 
welchem, als Längen, die Seiten gegeben sind. Sind also die Seiten 
In Fuss gegeben, so ist das Stück = 1612800 Quadratihss n.s.w.) 

FQr die doppelten Flächen der Vielecke 12345 und 123456 
hat man: 

[a, sinA^ — sin(A2 -j-A^j-j-a^ sinfA^ -\-A^ -|-Aj)] 
sinAj — a^ sin(A, +A^)J-j-aj .a^ sinA^ * 
und 

a« [a^ sin Aj — sin (A, + A, ) + aj sin (Aj -j- A, -f" ■'^* J 

— Es sin (A, + + + AJJ 
+ a, [a, sinAj — a» sinCA, + Aj + a« sinCA, +At+A.)J 
+«s L^iSinA^ — atsin(A4-f-A5)]4~a4a0sinA(. 
Femer ist logsin 



A, = 107^38' 30" 
A,+A,= 

223»48'62" 
A,+A,+A,= 

460^8' 62" 
A.+A,+A,+A, 

= 572"29'32" 
A3 =116*» 10' 22" 
A3+A» = 

361 MO' 22" 
A,+A,+A,= 

464«5r2" 
A4 =245*' 30' 0" 
A»+A5 = 

348*40' 40" 
A, = 103*10' 40" 



72»2r30" II. 

43*48' 52" HL 

70*^1' 8"n. 

32" 29' 32" m. 
63*49' 38" n. 

1*40' 22" I. 

75° 8' 58" II. 
65*30' 0"m. 

11*19'20"1V. 
76*49' 20" n. 



a. = 



9-9790796 

9-8403100(— ) 

9-9748420 

9-7301 240(—)^' 
9-9530190 

8- 4662538 

9- 9852457 
9-9590229(— ) 

9-2929788(-) 
9*9884107 



log 
2-9329808 

30406023 

2-8920946 

2*9661417 

2*9745117 
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a| a, sin — 89673 1 8, a3 sin A, = 768627 5, sin 
= — 6565;^7(), a,a,6in(A,+AJ = — 462791-5, a,a»sin(A, 
+A,) = 29648rl, a3a,8in(A4+A,) = — 144405-9, ata»Bin(A, 
+ A, -h A J = 748108-3. a, a, aio (A,+ -f A») == 1000828, 
a, sin A» = 849305*7, a^ am (A, + .... A,) == — 434126*7. 
Daraas folgt nim für die doppelte Fl&che des Vielecks 1 ....5: 
896731*8 + 462791-5 + 7481 083 + 768627*5 — 296481 — 

656537*0 = 2190074*0; 
für die des Vielecks 1 ....6: 

896731-8 + 462791-5 + 748108-3 + 434126*7 + 768627-5 — 
29648-1 + 1000828 — 656537 0 + 144405 9 + 849305 7 
4618740-3. 

Das Doppelte der abznschDeideuden Fläche ist: 3225600; da 
diese Grösse zwischen den zwei erhalteneii liegt, so i&llt also der 
Punkt M In die Seite ai, und man hat, wenn z seine Entferming 
vom Puikte 5 ist: 

•a, [aj sin Aj — aj sin (A2 + A, ) + sin (A, -\- A, + A4)J 
-|- [a, sin A, — a^" sin (A3 -f- A, )] + • sin A^ 

— ai xsin(A2 + .... + A6) + a2 xsin(A., +A4 +Ag) 

— a, X sin (A4 -}- A J -f X sin A, = 3225600. 
Man findet aber: 

— a. sin (Aj +....+A5 ) + sin (A^+A^+Ag) — a. sin(A|+As) 

H-i^^sinA5= 2575-469; 
also 2190074*0 + 2575'469z = 3225600 

3225600 — 2190074 

2575*469 ="""'"^"- 
Nimmt man also anf von 5 ans das Stttek 5 M =,402*072, 
so hat man M nnd also auch die Theilungslinie IM. 

§ 26. 

Im Innern eines bekannten Vielecks ist ein Punkt M gegeben 
und von ihm aus die Linie M 1 gezogen, deren Länge und Lage also 
ebenfalls bekannt ist. Man soll nnn eine zweite Linie MN der Art 
ziehen, dass das Vieleck 123KM einen bekannten Flftcheninhalt habe. 

Man ziehe M2, M3, .... nnd berechne dieVieleoke 12M, 123M, 
.... nach §. 23; nun tmtmnche man, 'zwischen welche dieser zwei 
die gegebene GfOsse OHl. G«aekleht dieaa zwischen 12SM mid 
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1234M, so trifft MN die Seite 34 im 
Punkte N, so dasa 3M ^ z. Im Viel- 
eck 123NM kennt man non die FIAche, 
alle Seiten und Winkel bis auf 3N, MN 
und die an letzterer liegende^ Winkel. 
Daraus ISsst sick nun, gaas wie. in 
§. 25 der Punkt N bestimmen. ' 

Wäre die Linie von M aus nicht 
nach 1, sondern in einen bestimmten 
Punkt in einer Seite gezogen, so wäre 
die Aufgabe offenbar dieselbe. 

Wie man, wenn die Koordinaten des Punktes M, so wie der 
Eckpunkte des Vielecks gegeben sind, die Länge von IM, sp wie 
den Winkel M12 bestimmen kann, lehrt 20. 




§. 27. 



riff.n. 



Man kennt die Koordi- 
naten der Eckpunkte ei- 
nes Vielecks in Bezug 
auf die Axen AB, AC 
(§•7); man soll durch 
eine mit der Abszissen- 
axe parallele Gerade von 
dem Vieleck ein Stflck 
von bekanntem Lihalte 
abschneiden. 

Da man die Ordinalen 
sämmtlicher Eckpunkte 
kennt, so weiss man auch, 
welches der höchste, 

zweithöchste u.s.w.Punkt p Jf 

des Vielecks in Bezug auf AB ist. Man ziehe nnn durch die Eck- 
punkte Parallelen mit AB, so wird man genau wissen, welche Sei- 
ten dieselben treffen. Die durch 6 gezogene Parallele z. B. muss 
die Seite 34 treffisn, weil 4 höher, und 3 üefyr liegt als 6. Die 
Koordinaten eines solchen Punktes lassen sich ebenfalls leicht fin- 
den. Z. B. für denPkmktE ist die Ordinate dieselbe wie für 6; was 
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die Abszisse anbelangt, so liegt sie zwischen x, und z«. ziehe 
36 parallel mit AB, und 4G parallel BO, so iat 4Gssy^ — y„ 

G3 = x, — X4, also tga = Z*-^^, uud da EH = yg — yj, 3H = 

Xj Xj 

X| — X, wenn x die anbekannte Abszisse von so ist aoeh; . 

d.h. TiziiL^h^^ x^.^-^<^"'*><y*--y»>, 

X.— X» 3^~x' ^ y^— y, 

w6durch also die Koordinaten von E bekannt sind. 

Von den Vielecken, welche hnn dnrcl^ diese Parallelen ent- 
stehen, berechne man nach §. 22 den Flftcheninhalt nnd sehe, zwi* 

sehen welche zwei der gegebene falle. Ist diess zwischen 3456J 
und 76543K der Fall, so nmss man also zwischen 3J und 7K eine 
Parallele ziehen , so dass das zwischen ihr und 3J enthaltene Stück 
gleich dem ist, was dem Vieleck 3456J noch zu dem gegebenen 
Inhalte fehlt. Das Stück 3J7K ist aber ein Paralleltrapez, in dem 
MN so zn ziehen ist, dass3MNJ einen bekninten Inhalt habe. Das 
Trapez 3J7K ist dabei als vollkommen gegeben anzusehen. Sey^ 
nnn die Ordinate des Punktes M= y, so ist y, — y die Höhe des 
Trapezes SfifNJ; ist femer die Linie 3J=a, 7K = b, so ist, da 
y, — y, die Höhe des Trapezes 3J7K, bekanntlich : 
b — a:y, — y, =MN— a.y, — y, 

MN=a+^^~^)^y»~y^. 

Sodann ist die doppelte Fläche von M3NJ: 
(2a+Ö!Z^^).(y.-y) = 2a(y.-y) + <Ü:^^' 
und da diese bekannt = 2F ist, so erhält man : * 

woraus y gefunden wird. Dadurch ist dann M gegeben. (Man hat 
bei Auflösung der quadratischen Gleichung nur das eine Zeichen 
beibehalten, da y, — y positiv seya muss.) 



t-7i) . \ /2F(y,— y,) a\y,—y,y 
— a V b-a (b— a)» ' 



* M m hat nlinliQh 

ni»Bff«T« .«bfM MjrfMMWMri«. 5 
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Die bei Gelegenheit dieser Angabe gelöste Aufgabe kann allge- 
mein so gefosst werden: Seyen x,, Y^ und x,, y, die Koordinaten 
zweier Punkte; in der diese Fdnkte yeibindeaden Geraden soll ein 
Pnnkt bestimmt werden, dessen Ordinatei gegeben = y^ ist. Wel- 
ches ist die Abszisse Xj dieses Punktes. 

Man denke sich durch den Punkt 1 (dessen Abszisse x, ist) eine 
Gerade parallel mit der positiven Richtung der Abszissenaxe, und 
sey 9 der Winkel, den die von 1 nach 2 gehende Gerade ndt dieser 
Linie macht» im Sinoe des §. 5. Dieser Winkel kann nun ganz un- 
zweideutig nach §. 5 Gleichnngen (5) bestimmt werden. £s folgt 



daraus 



X,— X, 



Da aber der Ponkt 3 ebenfalls in der Linie 12 liegt, so hat man, 
aus demselben Grunde: 



also 



y»— yc _ yi — yt 

Xj Xj Xj 



(28) 



aus welcher Gleichung bei bekanntem y, leicht x,, oder umgekehrt, 
gefunden wird. 

§.28. • • 

Das Vieleck 12 ....7 hat die unbo» 
queme Begränzung 34567; man soll sie 
in eine durch 3 gehende geradlinige verv 
wandeln. 

Sey 3 M die gesuchte neue GrSnz- 
linie, so muss der Inhalt des Vielecks 
123M gleich dem bekannten Inhalte von 
12.... 7 seyn; ist letzterer = F, so hat 
man die Aufgabe wie in §. 25 zu. lösen. 
Fflr unsere Figur hätte man, wenn 1 M 
=x: 

x[ai amAt — a, Bin(Ai +^] 




* Id dff Fonii«! dM $.23 bat msa« um oMge Fomel sa «batteii, dcnPmiktl 
If, 2 nach 1, 3 nadi 2 m verlegen. 
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woran« z nimriUeUMur gefiinden wird; 

2F — a^«|gittA^ 

Finde man x ans dieser Formel negativ, eo würde die Linie 3M 
die 17 nicht treffen; alsdann h&tte man M in 12 zn verleben nnd in 

derselben Weise zu rechnen. Fällt x positiv aus, so tragt man den 
Werth von 1 gegen? an, wobei füglich M über 7 hinaus fallen kann. 

Die hier gegebenen Beispiele mögen für unsern Zweck genügen, 
da unsere Absicht nicht seyn kann, mehr in das Einzelne der prakp* 
tisehen Geometrie einzugefaeta, es vielmehr unser Zweck seyn mnsste, 
die eigentliche Theorie genan darznstellen. 



Sechster AbscImMt. 

Aendemng der Lage nnd Sichtung der Eoordinatenaxen. 
Beredmnng der Kooidmaten in Beiog auf die neiien Azen. 

§.29, 

Kennt man die Koordinaten der Ecl^nnkte eines Polygons oder 
eines Linienzngs fnr zweihestimmteAzen, so kann es sich ereignen, 
dass man die Koordinaten derselben Pnnkte f&r zwei andere Axen, 

deren Lage in Bezug auf die frühern Axen vollkommen genau be- 
kannt ist, aus den bereits bekannten Koordinaten berechnen will. 
Die Aufgabe, die wir uns dabei zu steilen liaben, lässt sich offenbar 
in folgender Weise aussprechen : 

Die Koordinaten eines Punktes für zwei gegebene (rechtwink- 
liche) Axen sind bekannt; man soll daraus, die Koordinaten des- 
selben Punktes für zwei neue, ebenfalls rechtwinUige Axen berech- 
nen^ wenn die Lage der neuen Axen in Bezug auf die firfihem be- 
kannt ist. 

Wir wollen zuerst annehmen, die neuen Axen hätten denselben 
Anfangspunkt, wie die frühern. 

Seyen alsdann AB, AC die frühem; ^Ui', AC die neuen Axen; 

die Lage letzterer wird bestimmt seyn, wenn man den Winkel y> 

kennt, den die positive Richtung AB' der neuen Abszissenaxe mit 

derselben Bichtung der frühem machte diesen Winkel im Sinne des 

6* 
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§. 5 Yon 0 016.360*^ gerechnet. D«bei «ind jedoch noch zwei Fälle 
za imtenoheiden. Geht man nftmüch in demselben Drehnngsgume, 
wie 9 gezählt wird, von der Aze AB' ni AG', so wird man entweder 
90* oder 270* doreUaafen, wie Letcteres m der zweiten Fignr (31) 
stattfindet. Betrachten wir nun zunächst den ersten Fall (Fig. 30). 

Sey M irgend ein Punkt, dessen Koordinaten in Bezug auf die 
frühem Axen x und y, in Bezug auf die neuen dagegen x', y' seyen. 
Man verbinde den Punkt M mit A durch die Gerade AM = r; sey 
femer er der Winkel, den r mit AB macht, im Sinne des §.5 ge- 
rechnet; «'.der Winkel, den r mit AB' macht, in demselben Sinne 
gerechnet, so ist inmer entweder 




a — «' = 9, oder a' — a = 360* — y, d.h.«— «'=9— 360*, 
also immer coscr' cos(a^9), sino' =: sin(a— 

co8a=coji(a'-|-9), nna=sin(a'H-9) 
Nnni8t(§.3): 

z SS rcos a, y=rsina, z'=rcostt', 7'=r8hitf', 

also 

z' = r cos (« — 5p) = r cos a cos y -f- r sin a sin y = z . cos y + y sin y , 
y' = rsin(a — y) = r8inacosy — rcosasiny = y.cosy) — xsiny. 
z= r cos («' + 9) = rcosa'cos y — r sin a' sing) = x'cosy — y' sin q>, 
y = r sin (a' + ) = r sin a' cos 9 -|~ r cos«' sin y = y' cos ^-{-x'ain^. 
Demnach hat man : 

z'=:.z.G0S9+y8in9, zsrx'cosg)— y'siny, , . 

y'==— zahiy+ycosy, y^x'm^-^feoB^, ^ ^ 
welche zwei Gleicfanngssysteme die gesnchte LOsnng enthalten. 
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Im J^dten Falle der Drehnngiwinn AB' gegen AC ein ver- 
kehrter gegen den AB gegen AG. Jetet ist also . 

C 




entweder « +a' = 9», oder « + a' = 360*+ ^j, 
cosdE' ==008(9 — süia' = 8in(9 — a)t 
C08a =cos(9 ~ o'), sina = 8m(9 — a'). 
Da aucli jetzt: 

x = rco8a, y = r8ina, x' = rcosa', y' = r8ma', 

80 i8t 

x = rcos(gp — a') = rcosqpcosa'-l-rsinqjsina' = x'cosqp + y'8in9», 
X = r sin (qp — « ') = r sin qp cos a' — r cos qp sin a' = x' sin (p — y' cos % 
x' = rcos(qp — «) = rcosqpcosa+rsinqjsina = xcosg)-|-ysing>, 
y'=r8in (<f> — a) = Tsm(pco&a — tcqs^aina^^xüaqt — ycosg»/ 
Also hat man jetzt : 

x'sszcoe^+ysin^, x=x'coif+y'an^, . 

y'=x8m9 — 70089. yssz'ain^ — y^oos^, 
welche Gleichungen übrigens anch ans (29) folgen» wenn man — y' 
für y' setzt. 

Ist diese Frage erledigt, so lässt sich die aligemeinere leicht 
' erledigen. Verlegt man nämlich den neuen Anfangspunkt in einen 
Punkt, dessen Koordinaten (in Bezug auf die frühem Axen) a und 
b sind, und macht zugleich die neue Abszissenaxe den Winkel w 
mit der frühem; so wird man in dem neuen Anfangspunkte zuerst 
Axen sich denken, die parallel mit den frühem sind» und erst dann 
das nene Azensystem legen. 

Sindx, y dieKoordmaten eines Punkts in Bezug auf die frühem^ 
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y' in Bezug auf die neuem, und z^, in Bezug auf He durch 
dep neuen Anfangspunkt mit den frfihem parallel gelegten Azen, 
so hat man (§. 4) : 

Ferner im ersten Falle (Drehungsrichtuog der frühern und neuen 
Axen gleich) : ' 

x' = cos ()& + sin % y' = X| sin g) + y, cos 
und im zweiten (Drehungsrichtungen der zwei Systeme entgegen- 
gesetzt): 

•x'=Xt'co8y-(-yj sin 9, y' = *t ^9 — Yi cosy. 
Also: 

x'=^(x-a) cos (f> 4- (y-b) siny, y'= — (x-a ) sin tp + (y-b )cüs 

oder ' J(31) 
x'=^ (x - a) cos y + ( y - b) sin y , y' = (x - a) sin y — (y - 1> j cos y . ) 
Daraus folgt auch leicht: 
z=a-|-x'cos9 — y'siny, y = b-|-x'8in9 + y'co8y, 1 

oder ' |(32) 

x=a+x'cosy+y'8ingp, y = b-|-x'sin5p — y'cos^)*) 
Damit ist unsere Aufgabe in aller Allgemeinheit erlecligt. 
Viele Zahlenbeispiele hier noch zuzufügen, erachten wir nicht 
ftr nöthig. Es' mag an den folgenden genügen. 

I) Die Koordinaten eines Punktes M sind x = — 283*972, 
y= -|- 1827*964; man verlegt den Anfangspunkt der Koordinaten 
in einen Punkt, dessen Koordinaten a = 37'825, b = — 12*830 
sind, und dreht dann das Koordinatensystem um den Winkel 9 = 
15^2*11-5". Man soU die Koordinaten des Punktes M für die 
neuen Axen finden. . « 

hk den ersten Formeln (31): 

x =— 283-972, y = 1827-964, a= 37^826, b=: — 12-830, 
cp = 15»2'll-5". 

x-a = —;i2 1-797, y-b = 1840'794; log(x-a)==2-5075820(— ), 
log (y-b)=: 3*2650002, log cos y = 9*9848695, log sin y = 
9*4140282. 

(x-a)co5;g) = —310-778, (x-a)siny = — ß3*48ö>(y-b)co8y == 
1777-766, (y-b) sin y = 477*566, 
x' = — 310-778+ 477-666= 166-788. V. 
y'r=:+ 83-485+ 1777-766 = 1861-261. 
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2 ) Die Koordinaten eines Punktes M sind x = 745*058, y = 
279*985. Man verlegt den Anfangspunkt nicht; dagegra macht die 
neue Aze der Abszifiaea mit der frühem den Winkel 105*l(,6' und 
die Drehnngsrichtoog.ftr die nenen Azen ist entgegeogesetst der 
fllr die firOhem. 



Hier ist in (30): 
x=746-058, 7=279-985, 9 = 105«36'=:180*— 74«24'. 
logz=2*8721900, Iogy= 2*4471348, logcos9>=9*4296228(-'), 
log8iny = 9*9836996. 

X cos ^ — — 200-361, X sin y = 71 7:612, ^ cos g> = — 75*293, 
y sin y = 269-671. 
X' = — 200-361 + 269-671 = 69-310, 
y' = 71.7*612 + 75*293 = 792*905. 



Est ist nicht schwer, sich zu überzeugen, dass die in den §§. 10 
bis 18 gelösten Aufgaben überhaupt diejenigen sind, die man sich 
hier zu stellen berechtigt ist, sodass, da wir dieselben, so weit diess 
angeht, aufgelöst haben, die Polygonometrie ab damit abgeschlos- 
sen angeseheA werden nmss. 

Nichts desto weniger könnte man in Versuchimg kommen, nebst 
den in §. 8 aufgestellten Gmndgleichungen (1) noch andere, zwar 
von derselben Form, aber (scheinbar) von anderem Inhalte aufzu> 
stellen. Man würde die allgemeine Nonn dieser weitem Gleichun- 
gen in folgender Weise erhalten. 

Man wähle (§. 8) den Punkt r-|- 1 als Anfangspunkt der Ko- 
ordinaten, die von ihm nach r gehende Seite als Abszisseniuce und 



vif.as. 




§• 30, 

4 

Allgemeine Bemerkung. 
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die Ordiiwteiiaze, wie in §.8^ darauf senkieclit. AiedaDn ist offen- 
bar WrH = Arft ; 3^=**. y» = o. 

Gant in derselben Weiae, wie man nun anfinglicli Ton I aas- 
ging und durch 2, 3, . fortscbritt, könnte man nun von r-|-'l durch 

r + 2, ... wieder zu r-(-l zurückkehren. Das Resultat wäre offen- 
bar, dass jetzt statt der zwei Grundgleichungen (I) folgende zwei 
Gleichungen znra Vorschein kämen : 



a, = a,+4C0»A,+i — a^+j co6(A,+, +A,+,) + 

±a,_, cos(A.-f.t+ + A,>-,), 

0 = a,+i sinA,.f t — 8in(A,+t +A,+,)H-. 




±a^-t8in(Ar+t+«'"+A,_i). ^ ) 
Diese Gleichungen lassen sich nun aber ans den zwei Ghrund- 
gleichuiigen (I) ableiten, enthalten also nichts Neues. Zu dieseni 

Ende schreiben wir die (1) zunächst so: 

a„ = cos A4-)-( — 1)* a. cos(Ai + Aj) + ( — 1)' a, cos(Ai-|-A2 

+ A,) + ■. . + (-l)'-^'».cos(A,+.... + A,)^-.... 

+ (-l)-*a„_. co.s(A, + . . . .+A„_,), 

0 = a, sin A, + (—1) * a^sin (iV, +A, )+....+ ( -l)'-' a, sin (Aj + 

.... +A,) +....+ (.—l)"~*ai^ sin (A| +.... +A^ ), 
oder da nach §. 8 inuner: 

sin (Aj + .... + AJ = 0, cos (A^ + .... + A.) = — (-1)— *. 
so kann man auch schreiben (vergl. Seite 23): 

cosAi -}-( — 1)* a^ cos(Ai -j-Aj) i- .... + (— 1 ' a,cos(A4 -|- 

.... + A,) + ....-h(— l)"-'a„ cos (A^ +.... + A„) = 0, 
ajSiüAi +( — 1)' a, sin(A^ +A2) + .... + ( — a, sin(Aj + 

.... H-A,) + .... + ( — 1 a„ sin (Ai +.... +AJ = 0. 
Man multiplizire die erste dieser Gleichungen mit C06(A^ 
4~Ay), die zweite mit sin(AA-4-..**-hA*)» und addire, so ergibt sich: 
a» cos (A, -(-.... +A,)+( — l)*a, cos(At -|-....+A,)+. . . . ; . 
. + (-1)'-* a^, co8A,+ (-ly-* a, + (-1)'^ cobA^, + 

....+(—!)"" •a« cos (A^, +.... + A„j = 0. 
Multiplizirt man eben so die erste mit sin(Aj -j- .... -|- A,), die 
zweite mit cos(A, -f- •••• ~f-^'V) und subtrahirt: 

01 8in(A, + ....+ A,) + (—l)' a, sin(Ag + •••• -H AJ -(- 

+ (— l)'~'a,_i sinA, — (— l)'a,+, sinA,+| — 

- (-1 )— a.8in (A^i + .... + A.) = 0. 

Nun ist: 
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= (n - 2) 180«>-(A^ + .... +A.+AJ 
= (n-2)I80»-(A^, +....+A,), 

. A,+"..+A,= (n- 2) 180o~-(AHn +.... + A,), . 
A4 +...,+ A. = (n- 2) 180»— (Ah, +....+ A, ), 

* • • * « 

A,=(n-2)180*-.(A^ +....+A^). 
demnadi (vergL §. 5): 

C08(Aj + H-A,) = (—!)■ cos (A^i + .... + Ai), 
sin (Aj + .... + A,)=i — (— l)"8in(AH-i + ...,+Aj), 
co8(A, + + Ar) = (—l)° cos (A^t + .... + A,), 
sio (A, + .... + A.) = — (-1)- sin (A^ + .... + A,), 

• • • • 

C08Ar = (— l)''cos(A,+j + ....-|-A,_,), 
8i]iA,= — ( — 1 )" sin (A,+i +....+ A_i) * 
Setst man diess in die so eben erhaltenen Gleiclinngen» so er- 
gibt sicli: 

(-1 )• a. co8(Ah.| +..+At )+ ' %co«(AHn +"+A,)+..., 

+ (- a,.. cos (A^. + .... + A,_,) + (-l)'"* a, + 

( - 1 )' cos Ah-, +••••+ (— 1 ' a„ cos(Ah-i +...+ A,) = 0, 

— {— 1)X sin(AH-.+..+A, ) -(-l)-Hta^ ,in(A^^ )- 
(— 1)"+'- » a,_, sin(AH-. +...+A.^j ) — (—1/ sinAn-i 
— .... — (— ' a^sin + + A«) = 0, 

d.h. 

(-ir'a,+(-l)'aHHCOsA^ -|-(-l/+'aH,cos(AH.|+^+,) 
+ ....+(— l)—*a.C08(Arfi +""+A,)+(—l)"a» co8(A^i 

A^ ) +....+ (—1 )'H-^*a^ cos (Ah-, +....+ A^») = 0, 

(— l/a^-i sinAn-, +(— ly+'a^-j sin(AH-, +Ah-,)+ 

+(— lj-'a„sin(AH-,4-...+A„) + (-l)"a,sin(AH-^+...-fA0 
+ .... + (-1)"+- sin(A,+, + .... + A,_,)=:0. 
Dividirt man diese Gleichungen beiderseitig durch ( — 1)', so 
erhält man geradezu die Gieichongen (33), die somit» wie behauptet 
worden, nichts Neaes enthalten. 

Man kann das so eben bewiesene Resultat auch iii folgender 
Weise aussprechen: Tauscht man in allen firfihem polygonometri- 
schen Gleichungen gleichzeitig die Zeiger: 

* Mftn fibenitht Mdilp dau di«Mll»«D RMoItate noch gpltm. wwii di« GM» 
ebtuig dl") in f. 8 SB di« Stelle der GMciinng (II) gelreteii iit 



Digitized by Google 



74 8«etel«p AbMhntt. 

1,2,3,4, ,n— 1, n 

mit 2, 3, 4, 6, * . n, 1, 

oder 3, 4, 6, 6» . . « ,1,2, 

• • 9 • 

oder r+1, r4-2, r+3» r+4, . . r'-^l^ r 

■ • • • 

oder n, 1, 2, 3, n — 2, n-— 1» 



80 erhält man immer richtige GleichmigeD, die aber nie etwas Neues 
enthalten* Dagegen kfinnen.ne fftglich zur etwaigen Kontrole der 
Reehnang benfltzt werden; So hitte man also anch tilgende GHeU 

chungen ; * ' 

Ol = aj cosAj — a, cos (A^+A, ) + .... ± a„cos(Aj-j- •— + A„), 
^ 0 =aj sin Aj —a, sin (Aj+A, ) + .... ±a„ sin (A, + -— + -A^n). * 
^ a^ =3, cosA, — a^cosCA, +A,) -|-.... + a. C08(A, +....+A.) 
± ai cos (Al, + An + A| ), 
0 % sin A, — 84 sin (A, + A^) + .... T s» sin (A, 4""" 
± a^ sin(A, + .... -j- A,t|-Äi). 
= a4 cos A4 — ag cos (A4 + Ag ) + .... ± a» cos (A4 +.... + A„) 
T a^ cos (A4+...4- A„+^i^ ) ± aj C08(A4+— +A„+A, +Aj ) ; 
0 = aj sin — sin (A4 +As) -)-.... ± a„ sin (A4 -}-.... -|-A„) 
+ a^ sin(A4+...+Aa+Ai)± a, sin(A4+— +A.+A4+A,). 
u. s. w. *. • 



* Man vergleiche hiemit §.11, wo diese Sfttze in deaelben WeiM abgleitet 
sind, in der wir oben den aUgemeinen Sste bewiesen haben. 



0 



1 
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Uebersichtiiche DaisteUmig 

der rar Auflösung der polygonometrischen ^Aufgaben 

dienenden Formeln. 



Darin bezeichnen wir mit 
1, 2, ... n die Eckpunkte des Polygons von n Seiten; 
a|, a,, die Seiten 12, 23, nl; 
A.^ ) ^2 i • • • • ) 'A.Q die inn er n Winkel des Polygons, falls keine Dorch- 

kxeuzuDgea vorkommen. 

3.0»! cosAt — a,cos(Ai co*(At +A, +Aj) — .... 

cpsCAi +....+A,^). 

0 = a| sinA^ — a, sin(Ai +A,)+a, 8in(A| -^A^-^A^) — 

±a«-H sin (Ai + . . . . + A„_ J. 

A,+Ä,+.... + A„ = (n — 2) ISO^oder =x (n— 2) 180« 
4-r.360^ (§.8.) 



a^sinAi — a, sin (A4 +A, )+•••• ±«*-i sin(A4-|-....+A^) 
-|- ±<>»-ft 8in(At+...+A^+t)HF ' ^a-t 8in(A4+...+A.^) 

— 8in(Ai + . + 

Bei a,, a,_,, a^f, gilt das obere Zeichen, wenn r gerade, das 
untere, wenn r ungerade ist; bei a„_i dess^leichen das obere Zei- 
chen, wenn n gerade, das untere, wenn n ungerade ist (§. 10). 



a, sin Af — a, sin ( A, + A , ) + 



^ ±an^ iin(A.+^... + A^) ^ 

a| — aj cos Aj -j-a, cos(Aj -I-A3) — .... 

±a^4 cos(A, +....+ A,_t) 

und es liegt A« im 
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ersten Quadranten, wenn der Zähler positiv, der Nenner poutSy, 
«weiten „ » n » powtb, „ « negativ, 

dritten „ n n n negativ, „ „ negativ, 

vierten „ ^ n n negativ, „ „ positiv ist. 



a»=[a| — ajCosA, +0, cos(A^ + Aj)— 

+ a„_, cos (A, + — + ^^n-i )1 cos 
+ La,8inAj — a, 8in(A, +A3)+ 

a,' = ai * + + + ^n-i * + 2 [— &i a, cos Aj + a^ a, cos (A, 

+ A, ) — — ia, aB_i cos (A, + — + A„_i ) 
— cosA, +....4^a2 a„_i co8(Aj 4-....+A„_j) 

• • • • 

— a«_j a„_4 cos A^ J. (§. 24.) 



a. — a, cos A| -|- a, cos (A, + A, ) — ....iar_i cos (A, 4-....+A,_j ) 
= cosA,ti:a,cos(Aj +...+A^ J^f a^n cos(Ai +A,+| ) 

±tkrH cos(Ai4-....4-A,^+A^t+ArH)+....±a,H-iCOs(Ai+.... 

— sin Ar ri*r sin (A^ +....+ A^, ) 4- a^+t sin (Aj +..«A^ + A,-|.| ) 
±....ia^ sin(A, + .... + A,_i +A,+i + ....-f-A„-i)]. 

— &i sin A^ + sin (Aj -|~ ) — .... + a^^ sin (A^ + .... -|- A^ ) 

= cos A, [+a, sin ( Aj +...-|- A^j ) T i sin ( +...+A^ +A,-H ) 
±....±a„_i sin (A4 + ....-l-A,^ +A^t +-- + A„_t)] 

+ sin A, cos (A4 + .... + A,_i ) + a,-|-i cos (A^ + .... + A^, 
+AH.|)±-..±a»-i cos(At +....+ A,^4+A,+i+..«+A»-|)J. 
In diesen Fonneln gelten anf den zweiten Seiten ffir a^,, a^fi, 

die obem Zeichen, wenn r angerade, die untern, wenn r gerade ($. 12). 



a,'+ 2a„[ — cosAi + cos(A| +A,) — —.ia^ C06(A| + 

= a,' + a^+l + a^*~(a.' + a,' + .... + a^') 
— 2[— ajajCOsA, +a,a| cos(A, +A,) — ....±a, a^ cos(A, 

— "i cos A, a, a*^ cos (A, +....+ A,^ ) 



• . . . 



— a,^a,-iCopA,^] 
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+ 2[— a,a^i cosA^, +a,a^2 C08(A^i +A^,)— 

. ± Ar a,„, cos (A,+4 + .... + A,_i ) 

^ »r+i *H-a cos Ap|^ -J- ....4-0,4.4 a»-t cos (A^ A,_4) 

■ • • « 

— a.-2a^C08A|»_i]. (§.14.) 



Die doppelte FUche des Polygone ist gleich 
a, [a, sIdA, — sm(A, »üi(A, +•^•-1)] 

+ a, [a, sin A., — a^sinCA, +A4 ) + .... 4= a„_, sin (A3 +....+ A^ )] 

+ a,[a48inA4— a58in(A»+A,) + ....4;a,_, 8in(A4 +A_4)] 

• • . ■ 

H-a„_3 [a„_j sin A._5 — 8iii(A^ + A«-i)] 
+ a«_, . a»_| sin (§. 23). 
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Volbtftiidige Polygone, 

als Stoff zu Uebungen. 



1) In einem 21 Ecke: 

=4375, a, =4005*9, a, =5690-2, a» = 3991-2, a, = 1754 5, 
a, =21831, a, =475*8, =2709*3, =6668, a,o =4133*4, 
% 1=2574-8, a«, =2737*6, a«, =3519*8, a«» =5224*1, a«^ = 
2357% a,, = 6904*6, aif =5441*6, a,g=4790*6, 8|^=3579*9, , 

a,o = 3460*6, a,i =5339*03. 
A, = 125« 39' 33", A, = 194« 36' 10", A, = 103» 1' 30", 
A4 = 124° 22' 36", A5 = 185° 17' 58", A« = 23r 40' 35", 
A, = 144°18'7", Ag = 244°5r37", A^ = 156°0'40", A,o=* 
144<»69'20", A,,=46°12'10", A,,=242°52'4ö",Aij=144Mf;', 
= 110° 10' 57", At, = 275» 16' 38", A,, = 201° 6' lö", 
A4, = 117'»6'31", An^= 89^44' 49", A,g = 197»4'2", Ajo = 
204« 12' 58", = 136»39'69't. 
Der Flacbemnhalt dieses Po^gons = 223281195. 

2) In einem Achtecke: 

A, = 144*29', A, = 122*25', A, = 141 «33', A* = 162H'. 

Aj= 63" 19', Aß =238° 12', A, = 85°54', Ag : 132°4'. 
= 1400, a, = 1768, a, = 1329, a* = 1726, a., = 1204, 
= 1375, a, = 2876*37, =481-61. 
Flächemnhalt = 8928166*2. (D^rMeJ 

3) In einem EÜfecke: 

Aj = 102« 22' 56 * 8", A, = 107» 38' 30", A, = 116* 10' 22", 

Aj=245°30', As = 103°10'40", Ag = 119° 10' 10", A, =84*, 
Ag = 275° 31' 28", A« = 120°, A,o = 107° 2' 12", A^ = 

239»23'41-2". 
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=857, a, =^1098, a, =780, a4=925, 3^=943, 0^=624, 
a, =697, 3^=845, a«=620, a4o = 610, a.^ =897 14. 
Flächeninhalt = 3486697'36. (Fron.) 



Zur Berechnung der Koordinaten eines Linienzugs. (§. 7^ 

X4=817, yi=711, at=542, a, =698, a,=511, a4=469, 
as=970, a«=902, 3^=689, ag=660, a,=299, aio = 783; 
w, = 312» 15:, A, = 274° 31^ A, = 246« 19^ A, = 264» 15^ 
A. = 272» 34!, Ae = 306» 32^ A, = 64» 48^ Ag = 348» 49!, 

A, =213»5', Ajo = 18»10'. 
x, = 1181-423, yj= 309 802, x, = 1659-533, y, = 818*344, 
X4 = 1459 185, y4 = 1288-431, X5 = 1011-484, ys = 1148-702. 
Xe = 1341-652, y^ = 236 622, x, = 1840 374, y^ = 988*207, 
Xe=: 2197-637, 59= 899 069, X8 = 1971 362, y, = 1019 069, 
x,o = 1732 152,y,o = 1198-456, x,, = 2473-818, y,, =947*416. 

(Meter Hineh.) 

Wird der Punkt 1 als Anfangspunkt, die Linie von 1 nach 11 
als Abszissenaxe genommen, so ergeben sich als Koordinaten der 
Eckpunkte des obigen Eilfecks: 

x,= — 183-772, yj= 837-064, x, =766 893, y, = 1386-464, 
x» = 1415 037, y4= 952-518, Xs= 2202*064, y^ = 1438 537, 
x«= 2867-405, ye= 770*278, x, =2695-869, y, = 170-319, 
Xg =2049-421, yg = 430-922, x. = 1810'398, y, = — 379-567, 
Xig = 1207-702, y,^ = — 526 024. (Frois.) 



Ist dagegen för dasselbe Eilfeck: 

x^ =0, y^ =0, w, =87»20'45-3", so ist: 
X, = 39-685, yj = 856 080, Xj = 1100*332, y, = 1140 033, 
X4 = 1613-703, y» = 552 794, Xj = 2499 872, y. = 817*990, 
Xg= 2969*065, y, = 0 000, x, = 2647*751, y, = — 534-916, 
Xg = 2091-046,yg = — 115-524, x, = 1649-938, yg= — 836 251, 
x,o=1030-142, y,o = — 820*367, Xu=866-422, y, , = - 232 750. 

(Denelhe.) 
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m geeifltiet irot ben ^taUiUr jurürf jufrfjrerfen. mx emvfe^lcn baBer taMbe 
namentli(^93autc(^)nifernunbQ3au6ffrtffenenüecrr)fluH. 

Ärtpff. St, bic mamnleinc für 53ühier. »nb Okn^crbcfctufen 
g)?it 10 JTafcru 9(bbi(bunocn. gr.S. J849. Qc^. 32 fr. ober 10 g^r. 

JDtefc rieine Schrift ^^c^onbelt bic fRaumIcfjre (©eometrif ©fc«on,.*ri. • 
ttflf«f*e imb anpetranbte ©ccmctrie) na* bem ©runbfofee ba§ o feö 

ju JRa^ flc^aUen u>erbcn unb ba§ ber Schüler au£> ber gdjulc cir. @an Ig von 
welchem er im «eben (Sebroutt, macf)cn fann, iregtrogen niüfff. 

fWItter, S. 55,, juvcrlä^igc fTafcdi ber Jiifömiiicinjcfc^tcii 
3tM^--/ Scitrcntciir unb «clbrcittcitr^fcd^iiiitij^. 9?cbft 
einer populären 5(nlciünuj jur SBcrcdniung ber ^ufanimenoefetuen 3in. 
fen, 3citrenten unb Leibrenten. 4. 1 848. i]ch. 3 fl. 24 fr. ob. 2 ^^lilr. 

J^f)mr.*ft befannten en^ihfcfien, fran^öflfc^en unb beutrrf,cn Tab dien »o„ llt^ 

f?i5rj l'l^' ^'t ""n? ^^"^^^^"««fl ""^ $^or(fl.1nbifl e t u„b an e 

w ffi * 6omf beit unb jtuecfmäfluKre (Sinrirt,tun.^ fon^ic bur^ frf,' , "; 

auöMtun«. Sic bef^iränfen «n^ ftier barauf, ani„mr,ten; ba^ bie fä um lieft ?n 
fm^Mn ber i«fammcnflefe^ten 3inö. unb 3eitJcnten.9iccön.mq buXa biS 
1003a^rc, ferner alle33icrtcleinoccnfe vpu uiA r^I i.nh «rrl ; ... a <.? 
bi^ öi„,,eü rer ,eD„ten ^ecimnlftdi; .eu'renÄ 

f Sniötafeln voranfle^cnbc ^Inleihiufl ^ur ?öcrec^,nuna ber »ufammcn- 

flefe^ten B.nfen, Be.trcnfe« unb Seibrenfen ».irb ben 5«i(bematifern »V ae hS?«" rn 
Sufammen^an^eö unb tbrer ®rmiMicftfcif, ben «icbtmatbcmatifcrn Jenen ibrlr SJ, 
ften ©mfarfi^fit unb 8eic^tfanlic^feit »mdfommen f,,,,/"^""''"'"" »^^^9«" ibterau^ei-- 

^iittid>, ^ctb.p., ^erratiir3cld)innt^x%fd)„Ic i„ ^iorle.ie. 
blättern, neb)-^ einer Einleitung jnm 9(ufner)!ncn na* bem Efugenmaf e. 
gr.B. 1852. cief). ^Oiit 16 Sölättern in ^olio: 3n 9)?appc. 3fl 12 fr 
ober2:il;Ir. 

..r- w' o' ^";«|";^'^^'j^""'Ul*?f*ure, rveläie gduiltc^ auf bnö Pet)mann'f*e ©»ftem 
flearunbet tft ui^ ^ burdj (Siniart.(,cit unb Mv^e auf^eidmet, gil/t bie gWittel an b e 
ganb, um bie örboberfldAe matbematifrf) ricfjliq unb bxMid) barjuflcflen. - dluU 
Hofl für Suflcnteurö unb mxlUäxi k. ifl begbalb biefeg ®crf ^on V^ftem ^uterefTe 

onbern ed verb.enf aut^ in ben Sebranftalten einqefüljrt ju merben, n'o eötur* 
leirf)t ro^ricfje 5)arfJenumi ben Untenit^^t in bicfeu gä(^ern ivefentlic^ erlcidjtern ivirb. 

5IbcI, q^räceptor, 3«cd)ciibiidE) für ^ctperb^^Icutc, ober §ln. 
leitnui], ^(nfijaben auö ben ri>erfftälten ber ^anbirerfer i^ermittelft 
ber Decinuilbrü^e ju beregnen. 5J?it cingebrucften Figuren unb 
einer 9(bbili?ung bed Längenfuped t?crfcf)i ebener gänbcr in [einer witf. 
U*cn @rö^e. 8. 1847. gef). 40 fr. ober 12egr. 

®en.nrbcmann unb feine ©e^ülfen beflimmt. entf>äU biefe 
®(^rirf bei 400 Stufgaben, ivoju tü^tige Obermeiser terfcbiebener Qietvevbe Beiträge 



licfcfttn imt> toelcfee jum Xi)t\l bei ©cfeUen.- unb SWeifiers<l>tüfunfl<n mxHiif) »orgc-- 
fommen f!nb. 55ic Sludmaf^l iß fo manni>^foUtft, ba§ <S(f>foffer, ©djtelner, Tlti^anu 
fer, Stafd&ncr, ©lafer, ®»)jfet, 9afiret, @tcin^a^er^ 3tmmcrleute, IDrc^ct. Äupfers 
f(^miebc, Äiifer, aWaurct, 9Bagner, ^PfliTflerer, <S(^mtebe ic. ic. dtaii) unb^Öele^rung 
für bi« meinen %&Ue, bic in if)xtm iÖerufdleben trgcnb öotfommcn, borin finbnt werben. 

Sühnet, 3fr., baö angcmanbte ^edbncn itad^ 34)Iu^ ob. 
^rttfouncmcrtt» ^inc 1450 9lufgaben umfaffcnbc, met^obif* . 
ijeofbnctc ©eifpielfammluug über biejbeim täglichen 33erfel)r ror!om* 
mcnbcn JRcc^ungöarten , nebft ^dilcitiing / biefclben auf eine für 
Scbermann (cicfct fa§li*e SQ81|ife ücrmrttelft ber 4 ©runbredimmgen 
in ganjen unb gcbro*encn Siifkn ju löfen, befonberd fiir Schulen 
unb jum q]nt)atunterTid)t. gr.S; 1843. 1 fl.24fr. ober 25®gr. 

^ätlin, praftifcbee ^flcd>cnhu^ für ©ürgerfcbulcn. imi 

$cfte. gr.S. 1852. gel). ^ 
I. ,g)eft: $(ufgaben. 45fr. ober 13 <Sgr. 
U. ^cft: Sluflöfungen. 54fr. ober I6(5gr. 

bittet, 5» fpfiematifc^ georbncte ^opfvcä>nctu^ttf^ahcn 

au0 ber i)rafdf(^€n Slritljmetif ui?t>i.ÄH9ebra. 8. 1850. gcf). 9 fr. ob. 
3@gr. 

^iiflufuttgen baju burc^ 9iaifonnement. 8. 1850. ge^. 48 fr. 
ober 15 (Sgr. 

Unter ter ?}refFe befinbet fl* unb toirb noc^ im 8aufe biefe« So^kö ausgegeben: 
Dleiiger^ «f., theoretisch-praktisches Handbuch der ebenen 
und 8pliäri.<»clien Trig^onoinetrie. Mit 59 in den 

Text eingednickten Figuren, gr. 8. geh. 

Qitutt^att, ^e^tember 1854. 



